
Seminár 2: Menová reforma v Tramtárii � samostatné objavovanie ma-

tematického problému

Ciele

Umoºni´ ²tudentom zaºi´ proces rie²enia otvoreného problému bez zjavného spôsobu rie²enia a otvori´
diskusiu o tom, £o správne a úplné rie²enie úlohy obsahuje.

Úvodný komentár

Cie©om tohto seminára nie je ²tudentom preda´ isté konkrétne znalosti, ale da´ im príleºitos´ zaºi´ si
objavný rie²ite©ský proces. Sada úloh, ktoré sú na seminár pripravené, nie je typickým reprezentantom
úloh MO, povaºujeme v²ak za dôleºité so ²tudentmi precvi£ova´ rozli£né typy úloh. Zárove¬ tento
seminár slúºi na otvorenie diskusie o tom, £o obsahuje úplné a dôkladné rie²enie matematickej úlohy.

Úlohy a rie²enia

Úloha 2.1. [[BH82], úloha 43] V Tramtárii chcú zavies´ novú základnú pe¬aºnú jednotku:
toliar. V spojitosti s reformou sa vynorila otázka: aké majú ma´ hodnoty mince, ktoré pripraví
mincov¬a? Starí obyvatelia Tramtárie povaºovali 3 a 5 za ²´astné £ísla. Preto popredný historik
navrhol, aby sa obmedzili na razenie troj- a pä´toliarových mincí. Svoj návrh zdôvod¬oval takto:
troj- a pä´toliarovými mincami moºno vyplati´ hociktorú celo£íselnú sumu a to skoro vºdy presne,
bez vrátenia. Ten, kto peniaze dostáva, musí nie£o vráti´ iba vtedy, ak je vyplácaná suma 1, 2,
4 alebo 7 toliarov. Bola by to pravda?

Rie²enie*. Úloha nie je ©ahká: ak je tvrdenie pravdivé, tak naraz treba pre v²etky celé £ísla dokáza´,
ºe to©ko toliarov moºno vyplati´ troj- a pä´toliarovými mincami (v prípade 1, 2, 4 a 7 s vydaním, inak
bez neho) � a ak to nie je pravda, tak o nejakom celom £ísle treba dokáza´, ºe to©ko toliarov nemoºno
nijakým spôsobom vyplati´ (v prípade 1, 2, 4 a 7 ani s vydaním, inak bez vydania).

O to posledné sa márne pokú²ame: naopak, ak vezmeme hocijaké celé £íslo, po vä£²om alebo men²om
po£te pokusov vºdy nájdeme nejaký spôsob výplaty. To poukazuje na to, ºe tvrdenie je asi pravdivé.

Ale v tom prípade bude najú£elnej²ie, ak celé £ísla berieme radom a s kaºdým jednotlivo sa o to
pokúsime.

Napríklad 1 toliar moºno vyplati´ tak, ºe z dvoch kusov trojtoliarnikových mincí vydáme pä´to-
liarnikovú. Stru£ne:

1 = 2 · 3− 5.

Podobne
2 = 5− 3.

3 toliare moºno vyplati´ jednou mincou. 4 toliare môºeme vyplati´ tak, ºe �zdvojnásobíme� 2 toliare:

4 = 2 · 5− 2 · 3.

5 toliarov moºno vyplati´ jednou mincou, 6 toliarov dvoma trojtoliarnikovými mincami. 7 = 3 + 4,
preto 7 toliarov vyplatíme ako 4 toliare, ale pridáme navy²e jednu trojtoliarovú mincu, teda vydáme
o 1 menej:

7 = 2 · 5− 3.

8 toliarov zase môºeme vyplati´ zdvojnásobením 4, £iºe 8 = 4 ·5−4 ·3, to sa ale neoplatí, lebo existuje
aj jednoduch²í spôsob bez vydania:

8 = 5 + 3.

Tým sme sa dostali k najdôleºitej²ej hranici: pod©a tvrdenia totiº, za£ínajúc od hodnoty 8, výplatu
moºno vyplati´ aj bez vydania.

Pretoºe aj tak nemôºeme do nekone£na pokra£ova´ v pokusoch o spôsobe výplaty jednotlivých súm,
za£ínajúc nejakým £íslom musíme nájs´ takú súvislos´ (vz´ah), ktorá zabezpe£uje, ºe v postupnosti
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môºeme aj ¤alej pokra£ova´. �iºe ak nejakú sumu toliarov môºeme vyplati´, samozrejme bez vydania,
tak môºeme vyplati´ aj sumu o 1 toliar vä£²iu.

Predstavme si, ºe na stôl sme vyloºili sumu n toliarov, ale sa ukáºe, ºe nie to©ko, ale n+1 toliarov
máme vyplati´. Ako vieme sumu zvä£²i´ o 1 toliar, ke¤ nemáme jednotolirovú mincu?

Videli sme, ºe
1 = 2 · 3− 5.

Ak teda zo sumy na stole vezmeme jednu pä´toliarnikovú mincu a nahradíme ju dvoma trojtoliarniko-
vými, dosiahli sme svoj cie©.

No dobre, ale £o urobíme v prípade, ke¤ v tej hromade mincí, ktorou sme pôvodne chceli vyplati´
n toliarov, nie je pä´toliarniková (napr. pre n = 9 sme na stôl vyloºili 3 trojtoliarnikové mince, alebo
pre n = 18 je tam 6 trojtoliarnikových).

Aj v takomto prípade existuje východisko. Hodnotu 1 toliar moºno dosta´ aj takto:

1 = 2 · 5− 3 · 3

a na tomto základe sumu vyloºenú na stole môºeme zvý²i´ o 1 toliar tak, ºe odoberieme 3 trojtoliar-
nikové mince a pridáme 2 pä´toliarnikové.

A aká je situácia, ke¤ sa v pôvodne vyloºenej sume nenachádza ani pä´toliarniková, ani 3 trojtoliar-
nikové mince? Tak tam môºu leºa´ najviac 2 trojtoliarnikové. Ak sme vyloºili vä£²iu sumu, tak sú tam
aspo¬ 3 trojtoliarnikové mince, alebo aj jedna pä´toliarniková. (Teda suma, ktorá sa mala vyplati´, je
vä£²ia ako 6; ale 7 to nemôºe by´, lebo 7 toliarov nemôºeme �vyloºi´ na stôl� , tie môºeme vyplati´ len
s vydaním. Zato 8 � ako sme videli � uº áno.)

Zhr¬me teda podstatu na²ich úvah. Ak nejakú aspo¬ 8-toliarovú sumu �vyloºíme na stôl� , tak v
nej bude
a) bu¤ 5-toliarniková minca,
b) alebo aspo¬ 3 trojtoliarové mince.

V prípade a) vezmeme pä´toliarnikovú mincu a nahradíme ju dvoma trojtoliarnikovými, v prípade
b) vezmeme tri trojtoliarnikové a nahradíme ich dvoma pä´toliarnikovými.

Týmto spôsobom v obidvoch prípadoch, opierajúcich sa iba o vlastné mince, môºeme na stôl vyloºi´
aj o 1 toliar viac: vieme vyplati´ bez vydania.

Pretoºe pri 8 toliaroch uº máme spôsob výplaty bez vydania, túto hodnotu � ak inak nie � opa-
kovaním predo²lých postov pri zvä£²ovaní o jednu, manipuláciu s mincami pod©a a) alebo b) môºeme
zvy²ova´ po hocijakú poºadovanú hodnotu. Tramtárijský historik teda hovoril pravdu.

Poznámka. Uvedený postup sa nazýva �existen£ný dôkaz� . Cie©om je dôkaz existencie spôsobu výplaty
pod©a tvrdenia. Spôsobom pouºitým v dôkaze môºeme teoreticky vyh©ada´ spôsob výplaty hociktorej
sumy, ale v praxi je to dos´ ´aºkopádne. Ak by sme chceli výplatu 49 toliarov bez vydania uskuto£ni´
touto metódou, tak by sa to stalo takto: na stôl by sme vyloºili 8 toliarov v tvare 5+3, potom by sme
za£ali mince zamie¬a´. Situácia na stole sa bude meni´ takto:
1 trojtoliar 1 pä´toliar dovedna 8 toliarov,
3 trojtoliare 0 pä´toliarov dovedna 9 toliarov,
0 trojtoliarov 2 pä´toliare dovedna 10 toliarov,
2 trojtoliare 1 pä´toliar dovedna 11 toliarov,
4 trojtoliare 0 pä´toliarov dovedna 12 toliarov,
1 trojtoliar 2 pä´toliare dovedna 13 toliarov, at¤.
Je isté, ºe sa dostaneme aj po 49 toliarov, ale trvalo by to dos´ dlho, pokia© by sme týmto spôsobom

�vykúzlili� poºadovanú sumu. V praxi je uºito£né to urobi´ ²ikovnej²ie.

Iné rie²enie*. Spôsob výplaty pre 1 aº 10 toliarov nájdeme tak ako v predchádzajúcom rie²ení.
Pretoºe kaºdé prirodzené £íslo n dáva po delení tromi bu¤ (I) zvy²ok 0, alebo (II) zvy²ok 1, alebo (III)
zvy²ok 2, teda ho moºno napísa´ v tvare (I) n = 3k, alebo (II) n = 3k + 1 alebo n = 3k + 2 (k je
prirodzené £íslo alebo 0) a tak, ak n > 10, potom

v prípade (I) n− 9 = 3k − 9 = 3(k − 3),
v prípade (II) n− 10 = 3k + 1− 10 = 3k − 9 = 3(k − 3),
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v prípade (III) n− 8 = 3k + 2− 8 = 3k − 6 = 3(k − 2)
je to kladný celo£íselný násobok troch, preto spôsob výplaty n toliarov dostaneme, ak k sume

v prípade (I) 9 toliarov,
v prípade (II) 10 toliarov,
v prípade (III) 8 toliarov,

pridáme potrebný po£et trojtoliarov.

Komentár. Je pravdepodobné, ºe vä£²ina ²tudentov bude zo za£iatku skú²a´ jednotlivé moºnosti,
ako zaplati´ malé sumy a aº potom sa bude snaºi´ svoje úvahy zov²eobecni´. Je vhodné ²tudentom
klás´ otázky, ktoré budú ²tudentov stimulova´ k premý²©aniu, £i sú ich závery skuto£ne správne. Ak
by sa stalo, ºe ²tudenti neprídu na druhé rie²enie úlohy, bude ur£ite zaujímavé im ho ukáza´, ke¤ºe
ide o ve©mi elegantný spôsob, ako sa s úlohou vysporiada´.

Úloha 2.2. [[BH82], úloha 44] K návrhu z predchádzajúcej úlohy do²iel upravujúci návrh.
Istý ob£an pí²e: Uznávam síce, ºe troj- a pä´toliarovými mincami moºno opísaným spôsobom
naozaj zaplati´ kaºdú sumu, ale sú to primalé hodnoty. Navrhujem, aby sa razili rad²ej pä´- a
osemtoliarové mince. Je zrejmé � zdôvod¬oval ¤alej �, ºe berúc do úvahy aj výdavok z pe¬azí,
v²etko, £o moºno vyplati´ 3 a 5 toliarmi, moºno vyplati´ aj 5 a 8 toliarmi. Tieº je zrejmé, ºe od
istého £ísla � vlastne v prípade vä£²ích súm toliarov � ani tu netreba vráti´ mince. Je to skuto£ne
také zrejmé?

Rie²enie*. V²imnime si, ºe pä´toliar zostal bez zmeny, len trojtoliar nahradil osemtoliar.
Prvá £as´ tvrdenia je skuto£ne zrejmá. Pretoºe

3 = 8− 5

a ak je aj vydanie povolené, tak vlastne nemáme nijaký problém: postupujeme ako pri troj- a pä´to-
liarových minciach.

Pravdivá je aj druhá £as´ � hoci to uº nie je také samozrejmé. Na základe predo²lého môºeme aj
teraz pouºi´ na pridanie 1 toliara �recepty� z predchádzajúcej úlohy.

1 = 2 · 3− 5 = 2(8− 5)− 5 = 2 · 8− 2 · 5− 5 = 2 · 8− 3 · 5,
1 = 2 · 5− 3 · 3 = 2 · 5− 3(8− 5) = 2 · 5− 3 · 8 + 3 · 5 = 5 · 5− 3 · 8.

Teda nejakú sumu vieme zvý²i´ o jeden toliar, ale pretoºe je re£ o výplate �bez vydania� , tento rast
musíme dosiahnu´ výmenou, £iºe uº z vyloºených pe¬azí musíme vedie´ odobra´ 3 ·5 alebo 3 ·8 toliarov.

Postupné pokra£ovanie je isté za£ínajúc sumou, ke¤ je re£ o to©kých toliaroch
1. ko©ko môºeme vyplati´ pä´toliarmi a osemtoliarmi bez vydania, a to tak, ºe bu¤ pa´toliarov

alebo osemtoliarov máme aspo¬ 3,
2. od ktorých viac bez najmenej 3 pä´toliarnikov alebo najmenej 3 osemtoliarov ur£ite nevieme

vyloºi´.
Poºiadavku 2 suma

26 = 2 · 5 + 2 · 8

a od toho vä£²ia ur£ite sp¨¬a, ale poºiadavku 1 nie. To platí aj o 27 toliaroch, av²ak 28 uº vyhovuje:

28 = 4 · 5 + 8.

Teda 28 toliarov moºno vyplati´ aj bez vydania pä´toliarmi a osemtoliarmi. Vychádzajúc z toho
platí, ºe ak istú (celo£íselnú) sumu môºeme takto vyplati´, potom môºeme vyplati´ aj sumu o 1 toliar
vä£²iu. Bu¤ tak, ºe 3 pa´toliare nahradíme 2 osemtoliarmi alebo tak, ºe 3 osemtoliare nahradíme 5
pä´toliarmi.
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Komentár. Úloha pravdepodobne nebude pre ²tudentov ve©mi náro£ná, zaujímavá v²ak bude dis-
kusia o tom, aká najvä£²ia suma sa e²te bez vydávania vyplati´ nedá.

Úloha 2.3. [[BH82], úloha 45 ] Diskusia, o ktorej sme v predchádzajúcich dvoch úlohách
referovali, pokra£ovala aj ¤alej. Boli aj takí, ktorí pä´- a osemtoliarové mince povaºovali za
primalé hodnoty a navrhovali vä£²ie. Návrhy na dve hodnoty toliarov boli napokon tieto:

a) 8 a 13,

b) 21 a 34,

c) 144 a 233.

Autori v²etkých troch návrhov tvrdili, ºe týmito dvojicami hodnôt moºno vyplati´ hociko©ko
(celo£íselných) súm toliarov a ke¤ vyplácaná suma je dos´ ve©ká, tak netreba ani vráti´ peniaze.
Tvrdenie ktorého z týchto autorov je správne a ktorého nie?

Rie²enie*. �o zabezpe£ovalo v predchádzajúcej úlohe to, ºe môºeme aj na¤alej súhlasne odpoveda´?
To, ºe hodnota novej mince sa rovnala sú£tu dvoch predo²lých: 8 = 3 + 5. Vynechanú hodnotu

(trojtoliar) preto môºeme nahradi´ rozdielom teraz pouºívaných 3 = 8− 5.
V²etky tri tvrdenia sú pravdivé.
I. Práve tak, ako sme v predo²lej úlohe pre²li od trojtoliarov a pä´toliarov na pa´toliarové a osemto-

liarové platidlá, tak môºeme z týchto prejs´ na 8- a 8+5 = 13-toliarové. Príslu²ný vz´ah je 5 = 13− 8.
S jeho pomocou z �receptov� rie²enia predo²lej úlohy môºeme odvodi´ nové a na ich základe môºeme
napísa´ aj nové podmienky 1 a 2. Práve tak moºno dokáza´, ºe od istého £ísla ¤alej budú splnené.

II. Ak o hociktorých dvoch menových hodnotách, povedzme o a a b (a < b) je uº dokázané,
ºe pomocou nich moºno vyplati´ hocijakú celo£íselnú sumu toliarov, a t od ur£itého £ísla za£ínajúc
v²etky vä£²ie uº bez vydania, tak pod©a predo²lého textu moºno dokáza´, ºe to isté platí aj pre menové
hodnoty b a a+ b.

V kone£nom dôsledku dôjdeme k tomu, ºe uvaºované dve hodnoty môºu by´ hociktoré dve po sebe
idúce £ísla Fibonacciho postupnosti:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, . . .

Môºu to teda by´ 8 a 13, 21 a 34 alebo 144 a 233 � tvrdenia uvedené v úlohe sú vo v²etkých prípadoch
splnené.

Úloha 2.4. [[BH82], úloha 46 ] Tri návrhy, ktoré sme uviedli v predchádzajúcej úlohe, neboli
náhodné. Starí obyvatelia uctievali nielen £ísla 3 a 5, ale aj v²etky £ísla Fibonacciho postupnosti.
Pravdepodobne dospeli aº k variáciám týchto £ísel, pretoºe sa objavili aj také návrhy, aby hodnoty
dvoch mincí boli

a) 2 a 8,

b) 3 a 21,

c) 21 a 144 toliarov.

Ktorý z týchto troch návrhov je vhodný na zaplatenie hocijakej (celo£íselnej) sumy toliarov,
dokonca tak, aby sa pri dostato£ne ve©kej sume nemuselo ni£ vráti´?

Rie²enie*. Ani jedno.
V prípade a) to môºeme hne¤ zbada´: totiº osemtoliar môºeme premeni´ na 4 dvojtoliare. Ak by

teda týmito dvoma hodnotami bolo moºné vyplati´ hocijakú (celo£íselnú) sumu, tak by sme ju mohli
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vyplati´ v samých dvojtoliaroch. To ale nie je pravda: dvojtoliarmi môºeme vyplati´ len párnu sumu
toliarov. Vydanie v tomto prípade zrejme nemá význam.

Situácia je taká istá aj v prípade b): týmito dvoma hodnotami moºno vyplati´ len takú sumu
toliarov, ktorá je celo£íselným násobkom troch (delite©ná troma bezo zvy²ku).

Prípad c) je len zdanlivo zloºitej²í. Nako©ko totiº

21 = 7 · 3, 144 = 48 · 3, (1)

tak obidve hodnoty môºeme premeni´ na trojtoliare. Ak by týmito dvoma hodnotami bolo moºné vy-
plati´ hociktorú sumu, tak by to bolo moºné aj samými trjtoliarmi. To ale zrejme nie je pravda. Preto
aj v c) navrhovanými hodnotami moºno vyplati´ len takú sumu toliarov, ktorá je delite©ná 3.

Poznámka. Vhodnos´ vymenovaných dvojíc hodnôt vidite©ne prekazilo to, ºe 2 a 8 sú sú£asne deli-
te©né 2, 3 a 21 zase 3. Nie je teda ´aºké rozpozna´ spolo£nú matematickú podstatu v²etkých troch
prípadov: ak dve celé £ísla majú spolo£ného delite©a vä£²ieho ako 1, tak mince v príslu²ných hodno-
tách nie sú vhodné na výplatu hocijakej sumy (ani s vydaním).

Komentár. Prvá £as´ tejto úlohy je relatívne jednoduchá a mala by ²tudentom pomôc´ vyvodi´ závery
v £astiach b) a c), kde najmä pre poslednú dvojicu nemusí by´ na prvý poh©ad zrejmé, ºe na vyplácanie
©ubovo©nej sumy vhodná nie je.

Úloha 2.5. [[BH82], úloha 47] Diskusia o pe¬aºnej reforme v Tramtárii nadobúdala £oraz vä£²ie
rozmery. Mnohí jej ú£astníci tvrdili, ºe návrhy z úlohy sa ukazujú by´ správne, lebo re²pektujú
aj poradie magických £ísel, zatia© £o v úlohe sú neúspe²né, pretoºe toto pradie nere²pektovali.
Ako skuto£ná bomba preto zapôsobil návrh, aby sa vydali mince v hodnote 4 a 11 toliarov. Ani
jedna hodnota sa nenachádza medzi �magickými� £íslami! Napriek tomu autor tvrdil, ºe aj tieto
hodnoty sp¨¬ajú potrebné dve poºiadavky: moºno nimi vyplati´ hocijaké celo£íselné mnoºstvo
toliarov a ke¤ je táto suma dostato£ne ve©ká, tak netreba ani ni£ vráti´. Mal pravdu?

Rie²enie*. Áno.
Nápad rie²enia vyplýva z prvých dvoch úloh. Po krátkom skú²aní nie je ´aºké prís´ na to, ºe z 3

kusov ²tvortoliarov vydaním jedného jedenás´toliara zvý²i práve jeden toliar. Rovnaká je situácia, ke¤
z 3 kusov jedenás´toliarov vydáme 8 ²tvortoliarov.

Ke¤ºe
3 · 4− 1 · 11 = 1 a 3 · 11− 8 · 4 = 1, (2)

po násobení oboch rovností £íslom k dostaneme

3k · 4− k · 11 = k a 3k · 11− 8k · 4 = k.

Teda hocijaké (t.j. k) celo£íselné mnoºstvo toliarov môºeme vyplati´ hoci aj tak, ºe z trikrát takého
po£tu ²tvrotoliarov si vyberieme práve to©ko jedenás´toliarov, alebo aj tak, ºe z trikrát takého po£tu
jedenás´toliarov vyberieme osemkrát to©ko ²tvortoliarov.

Z rovnosti 2 vyplýva aj to, ºe 30 a viac toliarov môºeme vyplati´ aj bez vydania. Ve¤

30 = 2 · 11 + 2 · 4 a 31 = 11 + 5 · 4

a odtia© za£ínajúc uº vºdy môºeme zvy²ova´ po£et toliarov bu¤ tak, ºe jeden jedenás´toliar zameníme
za 3 ²tvortoliare alebo tak, ºe 8 ²tvortoliarov zameníme za 3 jedenás´toliare. Totiº sumu 32 a viac
toliarov môºeme vyplati´ len tak, ak bu¤ je v nej jedenás´toliar alebo aspo¬ 8 ²tvortoliarov.

Komentár. Úloha je náro£nej²ia v tom, ºe je otvorená a zo zadania nie je jasné, £i máme tvrde-
nie vyvráti´ alebo dokáza´. Bude tak zaujímavé sledova´, akými cestami a akými spôsobmi sa budú
²tudentské rie²enia odobera´. Ak sa v triede vyskytnú dva protikladné názory, je to výborná príleºitos´
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necha´ ²tudentov argumentova´ a h©ada´ chyby vo vlastných rie²eniach.

Úloha 2.6. [[BH82], úloha 48] Ve©ká diskusia v²ak odrazu skon£ila (práve vtedy, ke¤ bola
najºiv²ia), pretoºe Národná banka Tramtárie na ve©ké prekvapenie oznámila, ºe zavedie dve
platidlá: troj- a pä´toliarové mince. Ko©kými spôsobmi moºno nimi vyplati´ 49 toliarov bez
vrátenia pe¬azí?

Rie²enie*. Násobky piatich kon£ia na 0 alebo 5. Teda ako od 49 od£ítame £íslo kon£iace na 0 alebo 5,
vºdy dostaneme £íslo kon£iace na 9 alebo 4. Potom suma trojtoliarov bude také £íslo, ktoré je men²ie
ako 49, kon£í sa na 4 alebo 9 a je (prirodzene) násobkom 3.

Takéto £ísla sú len tri: 9, 24 a 39. Pri výplate 49 toliarov celková suma vyplatená trojtoliarmi môºe
by´ len 9, 24 alebo 39 toliarov. Preto sú moºné len tri spôsoby výplaty:

3 · 3 + 8 · 5 = 49,

8 · 3 + 5 · 5 = 49,

13 · 3 + 2 · 5 = 49.

Komentár. Závere£ná úloha seminára je relatívne jednoduchou bodkou, av²ak trénuje systematický
prístup k práci, preto jej zaradenie povaºujeme za vhodné.

Komentár. Na záver seminára je vhodné necha´ si nieko©ko (desiatok) minút £asu na otvorenie
diskusie so ²tudentmi. Mali by sme sa pobavi´ o tom, £o správne rie²enie úlohy obsahuje, aké typy
poznáme a podobne. Nie je nutné prís´ ku konkrétnym a ²peci�ckým záverom, ke¤ºe téme sa budeme
venova´ e²te aj v nasledujúcom seminári.

Dopl¬ujúce úlohy a materiály

V prípade, ºe ²tudentov úlohy seminára zaujali, je moºné ich odkáza´ na publikáciu [BH82], ktorá
obsahuje ¤al²ie zov²eobecnenie rie²ených úloh a komentár o rie²ení diofantických rovníc.

Citácie

[BH82] G. Bizám a J. Herczeg. Zajímavá logika. Bratislava: ALFA, 1982.

Matematický seminár pre talentovaných ²tudentov
https://seminar-mo.sk/
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