Seminar 2: Menova reforma v Tramtarii — samostatné objavovanie ma-
tematického problému

Ciele

Umoznit studentom zazit proces rieSenia otvoreného problému bez zjavného spésobu rieSenia a otvorit
diskusiu o tom, ¢o spravne a tplné rieSenie tlohy obsahuje.

Uvodny komentar

Cielom tohto seminéra nie je Studentom predaft isté konkrétne znalosti, ale dat im prilezitost zazit si
objavny riesitel'sky proces. Sada tloh, ktoré sit na seminér pripravené, nie je typickym reprezentantom
iloh MO, povazujeme v8ak za dolezité so Studentmi precvicovat rozlicné typy tloh. Zaroven tento
semindr slazi na otvorenie diskusie o tom, ¢o obsahuje aplné a dokladné rieSenie matematickej tlohy.

Ulohy a rieSenia

Uloha 2.1. [[BHS2|, tiloha 43] V Tramtarii chcti zaviest novii zakladna peiiazni jednotku:
toliar. V spojitosti s reformou sa vynorila otdzka: aké maji mat hodnoty mince, ktoré pripravi
mincovia? Stari obyvatelia Tramtarie povazovali 3 a 5 za §tastné ¢isla. Preto popredny historik
navrhol, aby sa obmedzili na razenie troj- a péattoliarovych minci. Svoj navrh zdévodnoval takto:
troj- a pattoliarovymi mincami mozno vyplatit hociktora celo¢iselni sumu a to skoro vzdy presne,
bez vratenia. Ten, kto peniaze dostava, musi nieco vratit iba vtedy, ak je vypldcand suma 1, 2,
4 alebo 7 toliarov. Bola by to pravda?

Riesenie*. Uloha nie je ahka: ak je tvrdenie pravdivé, tak naraz treba pre vietky celé &isla dokézat,
ze tol'ko toliarov mozno vyplatit troj- a pattoliarovymi mincami (v pripade 1, 2,4 a 7 s vydanim, inak
bez neho) — a ak to nie je pravda, tak o nejakom celom ¢isle treba dokazat, ze tolko toliarov nemozno
nijakym sposobom vyplatit (v pripade 1, 2, 4 a 7 ani s vydanim, inak bez vydania).

O to posledné sa mérne pokusame: naopak, ak vezmeme hocijaké celé ¢islo, po va¢som alebo mengom
pocte pokusov vzdy ndjdeme nejaky spbdsob vyplaty. To poukazuje na to, ze tvrdenie je asi pravdivé.

Ale v tom pripade bude najucelnejsie, ak celé ¢isla berieme radom a s kazdym jednotlivo sa o to
poktsime.

Napriklad 1 toliar mozno vyplatit tak, Ze z dvoch kusov trojtoliarnikovych minci vydame pétto-
liarnikovi. Strucne:

Podobne

3 toliare mozno vyplatit jednou mincou. 4 toliare mozeme vyplatit tak, Ze ,zdvojnasobime® 2 toliare:
4=2-5-2-3.

5 toliarov mozno vyplatit jednou mincou, 6 toliarov dvoma trojtoliarnikovymi mincami. 7 = 3 + 4,
preto 7 toliarov vyplatime ako 4 toliare, ale priddme navySe jednu trojtoliarov mincu, teda vydame

o 1 mene;j:
7T=2-5-3.

8 toliarov zase mdzeme vyplatit zdvojnasobenim 4, ¢ize 8 = 4-5—4-3, to sa ale neoplati, lebo existuje
aj jednoduchsi spésob bez vydania:
8§=5+3.

Tym sme sa dostali k najdélezitejsej hranici: podla tvrdenia totiz, za¢inajuc od hodnoty 8, vyplatu
mozno vyplatit aj bez vydania.

Pretoze aj tak nemdzeme do nekonec¢na pokracovat v pokusoch o spdsobe vyplaty jednotlivych sim,
za¢inajuc nejakym &slom musime najst taka suvislost (vztah), ktorda zabezpecuje, Ze v postupnosti



mozeme aj dalej pokradovat. Cize ak nejakt sumu toliarov mézeme vyplatit, samozrejme bez vydania,
tak mozeme vyplatit aj sumu o 1 toliar vacsiu.
Predstavme si, Ze na stol sme vylozili sumu n toliarov, ale sa ukaZe, Ze nie tolko, ale n + 1 toliarov
mame vyplatit. Ako vieme sumu zvacsit o 1 toliar, ked neméame jednotolirovii mincu?
Videli sme, Ze
1=2-3-5.

Ak teda zo sumy na stole vezmeme jednu péattoliarnikovii mincu a nahradime ju dvoma trojtoliarniko-
vymi, dosiahli sme svoj ciel.

No dobre, ale ¢o urobime v pripade, ked v tej hromade minci, ktorou sme povodne chceli vyplatit
n toliarov, nie je pattoliarnikova (napr. pre n = 9 sme na stol vylozili 3 trojtoliarnikové mince, alebo
pre n = 18 je tam 6 trojtoliarnikovych).

Aj v takomto pripade existuje vychodisko. Hodnotu 1 toliar moZno dostat aj takto:

1=2-5-3-3

a na tomto zdklade sumu vyloZzenu na stole mézeme zvysit o 1 toliar tak, Ze odoberieme 3 trojtoliar-
nikové mince a pridame 2 péattoliarnikové.

A ak4 je situécia, ked sa v povodne vyloZenej sume nenachédza ani péttoliarnikova, ani 3 trojtoliar-
nikové mince? Tak tam mozu lezat najviac 2 trojtoliarnikové. Ak sme vylozili va¢§iu sumu, tak st tam
aspoil 3 trojtoliarnikové mince, alebo aj jedna péttoliarnikova. (Teda suma, ktora sa mala vyplatit, je
vicsia ako 6; ale 7 to nemdze byt, lebo 7 toliarov nemdzeme ,,vyloZit na stol“, tie mozeme vyplatit len
s vydanim. Zato 8 — ako sme videli — uz ano.)

Zhriime teda podstatu naSich tvah. Ak nejaku aspon 8-toliarovd sumu ,,vylozime na stol“, tak v
nej bude
a) bud’ 5-toliarnikova minca,

b) alebo aspon 3 trojtoliarové mince.

V pripade a) vezmeme péttoliarnikovit mincu a nahradime ju dvoma trojtoliarnikovymi, v pripade
b) vezmeme tri trojtoliarnikové a nahradime ich dvoma péttoliarnikovymi.

Tymto spésobom v obidvoch pripadoch, opierajdcich sa iba o vlastné mince, mézeme na, stol vylozit
aj o 1 toliar viac: vieme vyplatit bez vydania.

PretoZe pri 8 toliaroch uz mame spdsob vyplaty bez vydania, ttto hodnotu — ak inak nie — opa-
kovanim predoglych postov pri zvdcSovani o jednu, manipulaciu s mincami podla a) alebo b) mozeme
zvySovat po hocijakt pozadovant hodnotu. Tramtarijsky historik teda hovoril pravdu.

Pozndmka. Uvedeny postup sa nazyva ,existenény dokaz“. Cielom je dokaz existencie spdsobu vyplaty
podla tvrdenia. Sposobom pouzitym v dokaze moézeme teoreticky vyhladat spésob vyplaty hociktorej
sumy, ale v praxi je to dost tazkopadne. Ak by sme chceli vyplatu 49 toliarov bez vydania uskutoé¢nit
touto metédou, tak by sa to stalo takto: na stél by sme vylozili 8 toliarov v tvare 5+ 3, potom by sme

zacall mince zamienat. Situacia na stole sa bude menit takto:
1 trojtoliar 1 péttoliar dovedna 8 toliarov,

3 trojtoliare 0 péttoliarov dovedna 9 toliarov,
0 trojtoliarov 2 péttoliare  dovedna 10 toliarov,

2 trojtoliare 1 péafttoliar dovedna 11 toliarov,
4 trojtoliare 0 péttoliarov dovedna 12 toliarov,
1 trojtoliar 2 pattoliare  dovedna 13 toliarov, atd.

Je isté, Ze sa dostaneme aj po 49 toliarov, ale trvalo by to dost dlho, pokial by sme tymto spdsobom
,vykuzlili“ pozadovani sumu. V praxi je uzito¢né to urobit Sikovnejgie.

Iné rieSenie*. Sposob vyplaty pre 1 az 10 toliarov najdeme tak ako v predchadzajiucom rieseni.
Pretoze kazdé prirodzené ¢islo n dava po deleni tromi bud (I) zvysok 0, alebo (II) zvySok 1, alebo (III)
zvy$ok 2, teda ho mozno napisat v tvare (I) n = 3k, alebo (IT) n = 3k + 1 alebo n = 3k + 2 (k je
prirodzené ¢islo alebo 0) a tak, ak n > 10, potom

v pripade (I) n —9 =3k —9=3(k —3),

v pripade (II) n —10=3k+1—-10=3k -9 = 3(k — 3),



v pripade (IlI) n —8 =3k +2—-8 =3k — 6 = 3(k — 2)
je to kladny celoc¢iselny nasobok troch, preto spbésob vyplaty n toliarov dostaneme, ak k sume
v pripade (I) 9 toliarov,
v pripade (IT) 10 toliarov,
v pripade (III) 8 toliarov,
pridame potrebny pocet trojtoliarov.

Komentar. Je pravdepodobné, Ze vic8ina Studentov bude zo zaciatku skusat jednotlivé moZznosti,
ako zaplatit malé sumy a az potom sa bude snazit svoje tivahy zovSeobecnit. Je vhodné Studentom
klast otazky, ktoré budiu Studentov stimulovat k premy&laniu, & su ich zavery skuto¢ne spravne. Ak
by sa stalo, Ze §tudenti nepridu na druhé rieZenie tilohy, bude urcite zaujimavé im ho ukazat, kedze
ide o vel'mi elegantny sposob, ako sa s tlohou vysporiadat.

Uloha 2.2. [[BHS2|, tloha 44] K navrhu z predchadzajucej tlohy dogiel upravujtci navrh.
Isty obcan piSe: Uznavam sice, Ze troj- a pittoliarovymi mincami mozno opisanym spdsobom
naozaj zaplatit kazdi sumu, ale si to primalé hodnoty. Navrhujem, aby sa razili radsSej pat- a
osemtoliarové mince. Je zrejmé — zdovodioval dalej —, Ze bertic do avahy aj vydavok z penazi,
vsetko, ¢o mozno vyplatit 3 a 5 toliarmi, mozno vyplatit aj 5 a 8 toliarmi. TieZ je zrejmé, Ze od
istého ¢isla — vlastne v pripade vacsich sim toliarov — ani tu netreba vratit mince. Je to skuto¢ne
také zrejmé?

RieSenie*. Viimnime si, ze péttoliar zostal bez zmeny, len trojtoliar nahradil osemtoliar.
Prva cast tvrdenia je skutoéne zrejmé. Pretoze

3=8-5

a ak je aj vydanie povolené, tak vlastne nemame nijaky problém: postupujeme ako pri troj- a pitto-
liarovych minciach.

Pravdiva je aj druha ¢ast — hoci to uz nie je také samozrejmé. Na ziklade predoglého modzZzeme aj
teraz pouzit na pridanie 1 toliara ,recepty“ z predchédzajucej tilohy.

1=2-3-5=28-5)-5=2-8-2.5-5=2-8-3-5,
1=2.5-3-3=2.5-3(8-5)=2.-5—-3.843.5=5.5—3.8.

Teda nejakt sumu vieme zvy$it o jeden toliar, ale pretoze je re¢ o vyplate ,bez vydania“, tento rast
musime dosiahnut vymenou, ¢ize uz z vylozenych penazi musime vediet odobrat 3-5 alebo 3-8 toliarov.

Postupné pokracovanie je isté zacinajuc sumou, ked je re¢ o tolkych toliaroch

1. kolko moézeme vyplatit péttoliarmi a osemtoliarmi bez vydania, a to tak, ze bud pattoliarov
alebo osemtoliarov mame aspon 3,

2. od ktorych viac bez najmenej 3 péttoliarnikov alebo najmenej 3 osemtoliarov urcite nevieme
vylozit.

Poziadavku 2 suma

26=2-5+2-8

a od toho vidsia uréite splia, ale poziadavku 1 nie. To plati aj o 27 toliaroch, aviak 28 uz vyhovuje:
28=4-5+38.

Teda 28 toliarov mozno vyplatit aj bez vydania pattoliarmi a osemtoliarmi. Vychadzajuc z toho
plati, ze ak istu (celo¢iselnil) sumu moézeme takto vyplatit, potom moézeme vyplatit aj sumu o 1 toliar
vicgiu. Bud tak, Ze 3 pafttoliare nahradime 2 osemtoliarmi alebo tak, 7e 3 osemtoliare nahradime 5
pattoliarmi.



Komentar. Uloha pravdepodobne nebude pre $tudentov velmi néro¢né, zaujimava vsak bude dis-
kusia o tom, aki najvic¢sia suma sa eSte bez vydavania vyplatit nedé.

Uloha 2.3. [[BHS82|, dloha 45 | Diskusia, o ktorej sme v predchadzajicich dvoch tilohach
referovali, pokracovala aj dalej. Boli aj taki, ktori pat- a osemtoliarové mince povazovali za
primalé hodnoty a navrhovali vic¢Sie. Navrhy na dve hodnoty toliarov boli napokon tieto:

a) 8a 13,
b) 21 a 34,
c) 144 a 233.

Autori v8etkych troch navrhov tvrdili, Ze tymito dvojicami hodnét mozno vyplatit hocikolko
(celociselnych) sam toliarov a ked vyplacana suma je dost velka, tak netreba ani vratit peniaze.
Tvrdenie ktorého z tychto autorov je spravne a ktorého nie?

Riesenie*. Co zabezpecovalo v predchadzajtucej tlohe to, Ze mozeme aj nadalej sihlasne odpovedat?

To, Zze hodnota novej mince sa rovnala st¢tu dvoch predoslych: 8 = 3 + 5. Vynechant hodnotu
(trojtoliar) preto mozeme nahradit rozdielom teraz pouzivanych 3 = 8 — 5.

Vsetky tri tvrdenia st pravdivé.

1. Prave tak, ako sme v predoslej dlohe presli od trojtoliarov a péttoliarov na pattoliarové a osemto-
liarové platidld, tak moZzeme z tychto prejst na 8- a 8 4+ 5 = 13-toliarové. Prislusny vztah je 5 = 13 — 8.
S jeho pomocou z ,receptov® rieSenia predoslej lohy mézeme odvodit nové a na ich zaklade mdzeme
napisat aj nové podmienky 1 a 2. Prave tak moZno dokazat, Ze od istého ¢isla dalej budi splnené.

IT. Ak o hociktorych dvoch menovych hodnotach, povedzme o a a b (a < b) je uz dokazané,
7e pomocou nich mozno vyplatit hocijaka celoiselni sumu toliarov, a t od uréitého &isla zadinajic
vietky vic8ie uz bez vydania, tak podla predoglého textu mozno dokazat, Ze to isté plati aj pre menové
hodnoty b a a + b.

V kone¢nom dosledku déjdeme k tomu, ze uvazované dve hodnoty moézu byt hociktoré dve po sebe
idace é&isla Fibonacciho postupnosti:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, . ..

Moézu to teda byt 8 a 13, 21 a 34 alebo 144 a 233 — tvrdenia uvedené v tlohe st vo v8etkych pripadoch
splnené.

Uloha 2.4. [[BH82|, tloha 46 | Tri navrhy, ktoré sme uviedli v predchadzajtcej tlohe, neboli
nédhodné. Starf obyvatelia uctievali nielen ¢isla 3 a 5, ale aj vSetky ¢isla Fibonacciho postupnosti.
Pravdepodobne dospeli az k varidciam tychto ¢isel, pretoze sa objavili aj také navrhy, aby hodnoty
dvoch minci boli

a) 2a8,
b) 3 a 21,
¢) 21 a 144 toliarov.

Ktory z tychto troch névrhov je vhodny na zaplatenie hocijakej (celo¢iselnej) sumy toliarov,
dokonca tak, aby sa pri dostatocne velkej sume nemuselo ni¢ vratit?

RieSenie*. Ani jedno.
V pripade a) to mozeme hned zbadat: totiz osemtoliar mézeme premenit na 4 dvojtoliare. Ak by
teda tymito dvoma hodnotami bolo mozné vyplatit hocijaka (celo¢iselnt) sumu, tak by sme ju mohli



vyplatit v samych dvojtoliaroch. To ale nie je pravda: dvojtoliarmi méZzeme vyplatit len parnu sumu
toliarov. Vydanie v tomto pripade zrejme nem4 vyznam.

Situacia je takd istd aj v pripade b): tymito dvoma hodnotami mozno vyplatit len taka sumu
toliarov, ktora je celo¢iselnym néasobkom troch (delitelnéa troma bezo zvysku).

Pripad ¢) je len zdanlivo zlozitejsi. Nakolko totiz

21 =17-3,144 = 48 - 3, (1)

tak obidve hodnoty moZeme premenit na trojtoliare. Ak by tymito dvoma hodnotami bolo moZné vy-
platit hociktora sumu, tak by to bolo mozné aj samymi trjtoliarmi. To ale zrejme nie je pravda. Preto
aj v ¢) navrhovanymi hodnotami mozno vyplatit len takia sumu toliarov, ktoré je delitelné 3.

Pozndmka. Vhodnost vymenovanych dvojic hodnot viditelne prekazilo to, ze 2 a 8 st sucasne deli-
telné 2, 3 a 21 zase 3. Nie je teda tazké rozpoznat spolo¢nt matematicki podstatu vetkych troch
pripadov: ak dve celé Cisla maju spolotného delitela vic§ieho ako 1, tak mince v prislusnych hodno-
tach nie st vhodné na vyplatu hocijakej sumy (ani s vydanim).

Komentar. Prvi Cast tejto dlohy je relativne jednoduchd a mala by Studentom pomoct vyvodit zavery
v Castiach b) a c), kde najmé pre poslednu dvojicu nemusi byt na prvy pohlad zrejmé, ze na vyplacanie
Tubovolnej sumy vhodné nie je.

Uloha 2.5. [[BHS82], tiloha 47] Diskusia o pefiaznej reforme v Tramtérii nadobtdala ¢oraz viicsie
rozmery. Mnohi jej G¢astnici tvrdili, Ze navrhy z tlohy sa ukazuju byt spravne, lebo respektuju
aj poradie magickych ¢isel, zatial ¢o v tlohe si netaspesné, pretoze toto pradie nerespektovali.
Ako skuto¢né bomba preto zaposobil navrh, aby sa vydali mince v hodnote 4 a 11 toliarov. Ani
jedna hodnota sa nenachadza medzi ,,magickymi“ ¢islami! Napriek tomu autor tvrdil, ze aj tieto
hodnoty spliajia potrebné dve poziadavky: mozno nimi vyplatit hocijaké celo¢iselné mnozstvo
toliarov a ked je tato suma dostatoéne vel'ké, tak netreba ani ni¢ vratit. Mal pravdu?

RieSenie*. Ano.

Népad rieSenia vyplyva z prvych dvoch tloh. Po kratkom skuSani nie je tazké prist na to, ze z 3
kusov §tvortoliarov vydanim jedného jedenasttoliara zvysi prave jeden toliar. Rovnaka je situacia, ked
z 3 kusov jedenasttoliarov vydame 8 stvortoliarov.

Kedze

3-4—-1-11=1 a 3-11-8-4=1, (2)

po nasobeni oboch rovnosti ¢islom k& dostaneme
3k-d—k-11=k a 3k-11-8k-4=k.

Teda hocijaké (t.j. k) celo¢iselné mnozstvo toliarov mozeme vyplatit hoci aj tak, ze z trikrat takého
poCtu Stvrotoliarov si vyberieme prave tolko jedendasttoliarov, alebo aj tak, Ze z trikrat takého poctu
jedenasttoliarov vyberieme osemkrat tolko tvortoliarov.

7 rovnosti 2 vyplyva aj to, Ze 30 a viac toliarov mozeme vyplatit aj bez vydania. Ved

30=2-1142-4 a 31=11+45-4

a odtial zadinajuc uz vidy mozeme zvySovat pocet toliarov bud tak, Ze jeden jedenésttoliar zamenime
za 3 Stvortoliare alebo tak, ze 8 Stvortoliarov zamenime za 3 jedendsttoliare. Totiz sumu 32 a viac
toliarov mézeme vyplatit len tak, ak bud je v nej jedenasttoliar alebo aspon 8 Stvortoliarov.

Komentar. Uloha je naro¢nejdia v tom, Ze je otvorend a zo zadania nie je jasné, ¢ mame tvrde-
nie vyvratit alebo dokazat. Bude tak zaujimavé sledovat, akymi cestami a akymi spésobmi sa budi
Studentské rieSenia odoberat. Ak sa v triede vyskytnu dva protikladné nazory, je to vyborna prilezitost



nechat Studentov argumentovat a hladat chyby vo vlastnych rieSeniach.

Uloha 2.6. [[BHS2|, tloha 48] Velka diskusia v8ak odrazu skonéila (prave vtedy, ked bola

.....

platidla: troj- a péttoliarové mince. Kolkymi sposobmi moZno nimi vyplatit 49 toliarov bez
vratenia penazi?

RieSenie*. Néasobky piatich konéia na 0 alebo 5. Teda ako od 49 od¢itame &islo konciace na 0 alebo 5,
vzdy dostaneme ¢islo konciace na 9 alebo 4. Potom suma trojtoliarov bude také ¢islo, ktoré je mensie
ako 49, kond&i sa na 4 alebo 9 a je (prirodzene) nésobkom 3.

Takéto ¢isla st len tri: 9, 24 a 39. Pri vyplate 49 toliarov celkova suma vyplatena trojtoliarmi moze
byt len 9, 24 alebo 39 toliarov. Preto sii mozné len tri spdsoby vyplaty:

3.3+8.5=49,
8 3+5-5=49,
13-3+2-5=49.

Komentar. Zaverecna tiloha seminara je relativne jednoduchou bodkou, avsSak trénuje systematicky
pristup k préci, preto jej zaradenie povazujeme za vhodné.

Komentar. Na zaver seminara je vhodné nechaf si niekolko (desiatok) mindt ¢asu na otvorenie
diskusie so Studentmi. Mali by sme sa pobavit o tom, ¢o spravne rieSenie tlohy obsahuje, aké typy
pozname a podobne. Nie je nutné prist ku konkrétnym a Specifickym zaverom, ked7e téme sa budeme
venovat eSte aj v nasledujicom semindri.

Dopliiujice tlohy a materialy

V pripade, 7e studentov tlohy seminara zaujali, je mozné ich odkazat na publikaciu [BH82|, ktora
obsahuje dalgie zovSeobecnenie rieSenych tloh a komentar o rieSeni diofantickych rovnic.

Citacie

[BH82] G. Bizam a J. Herczeg. Zajimavd logika. Bratislava: ALFA, 1982.
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