
Seminár 3: Prístup k rie²eniu matematických úloh, typy dôkazov

Ciele

Prediskutova´ so ²tudentmi rôzne prístupy k rie²eniu neznámych problémov, zopakova´ a/alebo zozná-
mi´ s typmi dôkazov pouºívaných v matematike.

Priebeh

Seminár prebehne formou ²trukturovanej diskusie, v ktorej so ²tudentami rozoberieme korektný spôsob
rie²enia matematických úloh a problémov, zamyslíme sa nad tým, £o musí správne rie²enie obsahova´
a £oho sa, naopak, vyvarova´ a vyzbrojíme ²tudentov základnými stratégiami, ktoré môºu pri rie²ení
úloh vyuºi´.

Typy úloh

Pri rie²ení matematických problémov sa stretávame s dvoma základnými kategóriami: bu¤ je úlohou
dokáza´ (príp. vyvráti´) dané tvrdenie, alebo nájs´ objekty (£ísla, tvary, výrazy, mnoºiny bodov),
ktoré vyhovujú zadanými podmienkam. Niekedy je úlohou nájs´ aspo¬ jeden vhodný príklad, niekedy
sa musia rie²itelia popasova´ s nájdením v²etkých objektov majúcich vhodné vlastnosti.

Správne rie²enie má. . .

V tejto £asti seminára so ²tudentmi pre£ítame zopár odsekov o rie²ení úloh z [KMS] a pozrieme na sa
dve nesprávne rie²enia úlohy o lodiach.

Nasledujúci text vo zvy²ku tejto £asti je (takmer) doslovným vý´ahom z rozsiahlej²ieho textu �Ako
rie²i´� , dostupnom na [KMS].

Vyrie²i´ úlohu neznamená len nájs´ výsledok. Treba taktieº dokáza´, ºe nájdený výsledok je správny.
(. . .) Pri rie²ení úloh je dôleºité vedie´, kedy mám uº úlohu dokon£enú so v²etkým, £o treba, a kedy
mi k nej e²te nie£o chýba.

Opisuj svoje úvahy v²eobecne. Ve©a úloh (. . .) je formulovaných v²eobecne. Treba v nich napríklad
nie£o dokáza´ pre v²etky prirodzené £ísla n (alebo nie£o obdobné). Beºným postupom, ako prís´ na
rie²enie takýchto úloh, je skú²a´ ich vyrie²i´ postupne pre n rovné 1, 2, 3, . . . objavi´ pri tom spolo£né
princípy a zov²eobecni´ ich. Av²ak nesta£í do rie²enia napísa´, ako sa úloha rie²i pre nieko©ko malých
hodnôt a zvy²ok odbi´ slovami a tak ¤alej. Trénuj si pri rie²ení úloh v²eobecné vyjadrenie, príde ti
vhod po£as strednej ²koly a neskôr aj po£as vysokej.

Dokazuj veci poriadne, nie intuitívne. �astým nedostatkom rie²ení býva nedostato£né zdôvodnenie
tvrdení, resp. zdôvodnenie len na intuitívnej úrovni. Ve©mi £astými pojmami, ktoré signalizujú intu-
itívne dokazovanie, sú tvrdenia: �Robíme to optimálne a preto to je najlep²ie, ako sa dá.� �Zoberieme
si najhor²í moºný prípad. . . � �Ak to spravíme inak, tak si len pohor²íme.� Aby takéto pojmy mali
význam v dôkazoch, musia by´ riadne podloºené matematickými pojmami. Vä£²inou nám v²ak len
pomôºu na odhalenie správneho výsledku, ktorý potom uº riadne bez nich dokáºeme.

Príklad dôkazu, ktorý je zaloºený na intuícii a nie je formálne správny, nasleduje.

Úloha 3.1. [Lode] Na pláne 7 × 7 hráme hru lode. Nachádza sa na ¬om jedna lo¤ 2 × 3.
Môºeme vystreli´ na ©ubovo©né polí£ko plánu, a ak lo¤ zasiahneme, hra kon£í. Ak nie, strie©ame
znova. Ur£te najmen²í po£et výstrelov, ktoré potrebujeme, aby sme s istotou lo¤ zasiahli.

Rie²enie. Pokus o rie²enie 1*. Na²ím cie©om je strie©a´ £o najoptimálnej²ie, aby sme pouºili £o
najmenej výstrelov. Neoplatí sa nám preto strie©a´ na polí£ka pri sebe, lebo výstrely pri sebe pokryjú
menej polí£ok ako výstrely ¤alej od seba. Nesmieme v²ak strie©a´ moc ¤aleko od seba. Ak medzi dvoma
výstrelmi sú aspo¬ dve polí£ka uº sa tam môºe zmesti´ lo¤. Najlep²ie teda bude, ke¤ medzi susednými
výstrelmi bude jedno vo©né polí£ko. To vieme dosiahnu´ vystrelením na polí£ka ako je znázornené na
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obrázku. Na to, aby sme s istotou zasiahli lo¤, potrebujeme najmenej 9 výstrelov. Na menej výstrelov

Obr. 1:

to nie je moºné, pretoºe sme strie©ali najoptimálnej²ie.

Rozbor rie²enia*. Na prvý poh©ad toto rie²enie môºe vyzera´ výborne, av²ak rie²enie má váºny ne-
dostatok - chýba mu zdôvodnenie, pre£o nesta£í menej ako 9 výstrelov. Ale pre£o? Ve¤ sa v rie²ení
spomína, ºe menej výstrelov nesta£í. Objavuje sa tu aj ¤al²í problém. Uvedené zdôvodnenia sú len
ve©mi vágne a len na intuitívnej úrovni. Po¤me si to postupne rozobra´.

�Neoplatí sa nám preto strie©a´ na polí£ka pri seba...� Sloví£ko �neoplatí� je znamením intuitív-
nych dôkazov. Aby malo v dôkaze význam, musí by´ matematicky podloºené. Ako je podloºené tu?
Rie²ite© síce opisuje, ºe výstrely pri sebe pokryjú menej polí£ok ako výstrely ¤alej od seba, ale tu uº
matematické podklady kon£ia. Rie²ite© nepí²e, £o to znamená pokry´ polí£ko. Znamená to, ºe do¬ho
nesmie zasahova´ lo¤, nesmie by´ v ¬om ©avý horný roh lode alebo nie£o iné? Taktieº nezdôvod¬uje,
pre£o po£et pokrytých polí£ok bude men²í. Patrilo by sa sem uvies´ nejaký výpo£et, ºe naozaj ten
po£et (tak ako ho máme de�novaný) vyjde men²í.

�al²ím problémom je, ºe rie²ite© sa pozerá na polohu iba dvoch polí£ok. Vo v²eobecnosti neplatí, ºe
lokálne najoptimálnej²ie rie²enie je najoptimálnej²ie aj globálne. Môºe sa nám sta´ (zatia© teoreticky),
ºe dva výstrely nebudú umiestnené optimálne, ale to, £o pri nich stratíme, môºeme získa´ pri iných
dvojiciach a môºe nás to dovies´ k ostro lep²iemu rozloºeniu výstrelov ako keby sme sa snaºili v²etko
spravi´ �najoptimálnej²ie� na úrovni susedných výstrelov.

Uvedené rie²enie teda iba intuitívne vysvet©uje, pre£o je 9 najmen²í po£et výstrelov. Pouºitý postup
je pre nás dobrý, ke¤ sa snaºíme nájs´ polí£ka kam strie©a´. Av²ak z formálnej stránky to hodnote
rie²enia nepridáva a rie²enie má rovnakú hodnotu, ako keby sme len v ¬om uviedli obrázok s vetou, ºe
9 výstrelov sta£í.

Z h©adiska formulácie rie²enia je problém, ºe rie²enie v sebe mie²a dve £asti: kon²trukciu, ºe 9
výstrelov sta£í a dôkaz, ºe menej nesta£í. Síce toto nie je chyba, ktorá by sama o sebe zaprí£inila stratu
bodov. Ale roz£lenenie rie²enia na dve £asti vám pomôºe si ujasni´, ºe kaºdá z týchto £astí je vyrie²ená
úplne a nie len intuitívne.

�o v tejto fáze rie²enia? Rozhodne nie sme spokojní s tým, ºe úlohu máme. Ke¤ máme pocit, ºe
lep²ie to uº nejde, pustíme sa do dokazovania, ºe je to naozaj tak. �astokrát si táto fáza vyºaduje
pozera´ sa na úlohu z inej strany. To bude zrejme potrebné aj v na²om prípade. Jednou na²ou moº-
nos´ou síce je matematicky podloºi´ na²e úvahy, ale £aká nás nieko©ko problémov. Ide hlavne o to, ºe
sa chceme pozera´ na to, ako musia by´ umiestnené dva výstrely, £o nemusí sta£i´, ako sme spomenuli
vy²²ie.

Pokus o rie²enie 2*. Na nasledujúcom obrázku vidíme 8 obd¨ºnikov 2×3 rozmiestnených na plániku,
ktoré sa neprekrývajú.

Ak by sme mali menej ako 8 výstrelov, tak jeden z ôsmich obd¨ºnikov nezasiahneme a zrovna tam
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Obr. 2:

sa môºe nachádza´ lo¤ka. Potrebujeme teda do kaºdého obd¨ºnika vystreli´ jeden výstrel. Musíme ich
umiestni´ zárove¬ tak, aby sa medzi ne nezmestila ºiadna iná lo¤. Na to, aby sme s istotou zasiahli
lo¤, potrebujeme najmenej 8 výstrelov.

Rozbor rie²enia*. Toto rie²enie taktieº nie je úplné. Rie²ite© v ¬om ukázal len, ºe potrebuje aspo¬
8 výstrelov. Neukázal, ºe 8 výstrelov sta£í. Hovorí iba v teoretickej rovine, ºe ak sa mu podarí tých 8
výstrelov vhodne umiestni´, tak budú sta£i´. Ale je to naozaj moºné? �o ak z nejakého iného dôvodu
8 výstrelov sta£i´ nebude.

Spolo£ný rozbor*. Vidíme, ºe rie²enia 1 a 2 majú rôzne výsledky, jedno tvrdí, ºe najmenej výstre-
lov je 9 a druhé 8. Jedno rie²enie je teda nesprávne, ale ktoré? Ak sme pri rie²ení tejto úlohy v stave, ºe
máme v²etko, £o tieto dve rie²enia spolu, tak vieme, ºe správnym rie²ením úlohy je 8 alebo 9 výstrelov.
Pre dokon£enie úlohy potrebujeme bu¤ nájs´ 8 polí£ok, na ktoré nám sta£í vystreli´, alebo dokáza´, ºe
8 výstrelov nesta£í.

Na prekvapenie (moºno nie pre v²etkých je to prekvapenie) naozaj sta£í 8 výstrelov. V²etky in-
tuitívne argumenty v rie²ení 1 sú teda nesprávne. Na rie²ení uvedenom niº²ie si môºete v²imnú´, ºe
nie je pravda, ºe sa neoplatí strie©a´ blízko seba. Stalo sa tu, pred £ím sme varovali. Tým, ºe sme na
niektorých miestach strie©ali �neoptimálne� zlep²ilo situáciu inde a v kone£nom dôsledku sme dosiahli
lep²ie rie²enie.

Vzorové rie²enie*. Ukáºeme, ºe 8 je najmen²í po£et výstrelov, ktorý potrebujeme, aby sme s is-
totou zasiahli lo¤.

Obr. 3:

Na obrázku 3 v©avo vidíme, ºe môºeme na plán umiestni´ 8 neprekrývajúcich sa obd¨ºnikov 2× 3
(stredné polí£ko ostane prázdne). Aby sme s istotou zasiahli lo¤, musíme zasiahnu´ aspo¬ jedno polí£ko
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v kaºdom z ôsmich vyzna£ených obd¨ºnikov, preto potrebujeme aspo¬ 8 výstrelov.
Na obrázku vpravo je uvedený príklad výberu ôsmych polí£ok, na ktoré sta£í vystreli´, aby sa uº

mimo nich nedala na plán umiestni´ ºiadne lo¤ 2×3. Preto týchto 8 výstrelov k zasiahnutiu lode vºdy
sta£í.

Rozbor vzorového rie²enia*. Táto úloha je pekným príkladom toho, ako sa to, £o je napísané v rie²ení,
lí²i od toho, £ím sme prechádzali pri rie²ení úlohy. Hoci je samotné rie²enie úlohy krátke, úlohu sme
veru krátko nerie²ili. Vä£²ina rie²ite©ov za£ne s deviatimi výstrelmi ako v pokuse 1 a potom sa po-
stupne cez rôzne vylep²enia strie©ania, rôzne pokusy o 8 výstrelov a ¤al²ie iné úvahy dostane k rie²eniu
s ôsmimi výstrelmi.

V²imnime si ¤alej £lenenie rie²enia. Najprv uvedieme, £o chceme ukáza´ (táto £as´ môºe by´ aj na
konci) a vo zvy²ku rie²enia dokáºeme, ºe na²e rie²enie je správne. Rie²enie je pekne roz£lenené na dve
£asti pod©a dvoch bodov, £o potrebujeme pri takejto úlohe ukáza´ (môºu by´ aj vymenené). V prvej
£asti ukáºeme, ºe potrebujeme aspo¬ 8 výstrelov. V druhej ukáºeme, ºe 8 výstrelov nám naozaj sta£í.
Nie je tu ºiadne premie²avanie týchto dvoch £astí.

Komentár. V tejto £asti seminára je moºné so ²tudentmi text vy²²ie spolo£ne pre£íta´ a analyzova´.
Zaujímavej²ou a prínosnej²ou sa v²ak zdá by´ moºnos´, kedy ²tudentom predostrieme vy²²ie spome-
nuté nesprávne pokusy o rie²enie a spolo£ne budeme h©ada´ problematické miesta a diskutova´, ako
ich vylep²i´.

Stratégie na za£iatok

�astokrát sa stane, ºe úloha, pred ktorú sú ²tudenti postavení, je náro£ná a nie je zrejmé, akým
spôsobom sa pusti´ do jej rie²enia. Preto povaºujeme za vhodné predstavi´ ²tudentom ²tvoricu stratégií,
ktoré im môºu pomôc´ v za£iatkoch rie²enia problému. Tu uvedieme len stru£né neformálne parafrázy,
podrobnej²í popis s príkladmi je vhodné nájs´ v [Zei07]. Zaujímavej²ia v²ak bude diskusia so ²tudentami
o tom, £i im navrhované prístupy pripadajú uºito£né.

1. Zorientujme sa. Zistime, o £o sa v probléme jedná, £o je na²ou úlohou, £i sme uº podobnú úlohu
niekedy rie²ili at¤.

2. Vyhr¬me si rukávy a pus´me sa do práce. Nebojme sa vyskú²a´, ako sa problém správa pre nejaké
malé hodnoty, h©adajme vzorce, systémy, podozrivé správanie.

3. Predposledný krok. Ako by mohol vyzera´ predposledný krok, ktorý by nás doviedol k rie²eniu?
Ako sa k nemu dosta´?

4. Zjednodu²ujme. Ako by vyzerala jednoduch²ia verzia problému, s ktorou by sme sa vedeli popaso-
va´? Aký je rozdiel medzi zloºitým problémom, ktorý máme práce v rukách a jeho jednoduch²ou
variantou? Ako nám jednoduch²í problém pomôºe v rie²ení zloºitej²ieho?

Zárove¬ je vhodné sa k týmto stratégiám (ktoré samozrejme nie sú jediné) priebeºne po£as ²kolského
roka vraca´, prípadne zoznam roz²irova´ o ¤al²ie.

Typy dôkazov

Ako sme uº spomínali, úlohy je potrebné nielen vyrie²i´, ale aj dokáza´, ºe na²e rie²enie je skuto£ne
správne, príp. ºe sme ozaj na²li v²etky rie²enia. Dôkazových metód existuje mnoºstvo, so ²tudentmi
povaºujeme za vhodné zopakova´ tri základné metódy rie²enia úloh (priamy dôkaz, dôkaz sporom,
dôkaz pouºitím matematickej indukcie � len informatívne, pre rie²enie úloh MO kategórie C nebude
nevyhnutný), vhodne popísaných napr. v [Pol14].
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Dopl¬ujúce zdroje a materiály

Problematiku rie²enia matematických problémov príjemne spracúvava [Hol10] a [Zei07], najmä úvodné
kapitoly oboch publikácií. Taktieº na stánkach semináru PraSe je moºné nájs´ krátky textík1.
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