Seminar 3: Pristup k rieSeniu matematickych uloh, typy dokazov

Ciele

Prediskutovat so §tudentmi rozne pristupy k riefeniu nezndmych problémov, zopakovat a/alebo zozna-
mit s typmi dokazov pouzivanych v matematike.

Priebeh

Semindr prebehne formou strukturovanej diskusie, v ktorej so studentami rozoberieme korektny sposob
rieSenia matematickych tloh a problémov, zamyslime sa nad tym, ¢o musi spravne riegenie obsahovat
a ¢oho sa, naopak, vyvarovat a vyzbrojime Studentov zikladnymi stratégiami, ktoré mozu pri rieSeni
iloh vyuzit.

Typy tloh

Pri rieseni matematickych problémov sa stretavame s dvoma zakladnymi kategériami: bud je tilohou
dokézat (prip. vyvratit) dané tvrdenie, alebo najst objekty (¢isla, tvary, vyrazy, mnoziny bodov),
ktoré vyhovuji zadanymi podmienkam. Niekedy je tilohou néjst asponl jeden vhodny priklad, niekedy
sa musia rie§itelia popasovat s najdenim v8etkych objektov majicich vhodné vlastnosti.

Spravne rieSenie ma. ..

V tejto casti seminara so Studentmi precitame zopar odsekov o rieseni uloh z [KMS| a pozrieme na sa
dve nesprévne riefenia tlohy o lodiach.

Nasledujuci text vo zvysku tejto Casti je (takmer) doslovnym vytahom z rozsiahlejsieho textu ,,Ako
riesit”, dostupnom na [KMS].

Vyriesit tlohu neznamenad len najst vysledok. Treba taktiez dokazat, ze najdeny vysledok je spravny.
(...) Pri rieseni uloh je dolezité vediet, kedy mam uz tlohu dokoncenu so vsetkym, ¢o treba, a kedy
mi k nej este nieco chyba.

Opisuj svoje uvahy veobecne. Vela tloh (...) je formulovanych v8eobecne. Treba v nich napriklad
nie¢o dokéazat pre vSetky prirodzené ¢isla n (alebo niec¢o obdobné). Beznym postupom, ako prist na
rieSenie takychto tloh, je skiifat ich vyriesit postupne pre n rovné 1,2,3, ... objavit pri tom spolocné
principy a zov8eobecnit ich. Av8ak nestaci do riefenia napisat, ako sa tloha rie§i pre niekolko malych
hodnét a zvySok odbit slovami a tak dalej. Trénuj si pri rieSeni tloh vSeobecné vyjadrenie, pride ti
vhod pocas strednej skoly a neskor aj pocas vysokej.

Dokazuj veci poriadne, nie intuitivne. éastYm nedostatkom rieSeni byva nedostatocné zdévodnenie
tvrdeni, resp. zdovodnenie len na intuitivnej arovni. Velmi ¢astymi pojmami, ktoré signalizuja intu-
itivne dokazovanie, st tvrdenia: ,,Robime to optimélne a preto to je najlepsie, ako sa da.“ ,Zoberieme
si najhorsi moZny pripad...“ , Ak to spravime inak, tak si len pohorsime.“ Aby takéto pojmy mali
vyznam v dokazoch, musia byt riadne podloZené matematickymi pojmami. VA&Sinou nam vsak len
pomozu na odhalenie spravneho vysledku, ktory potom uz riadne bez nich dokazeme.

Priklad dékazu, ktory je zalozeny na intuicii a nie je formélne spravny, nasleduje.

Uloha 3.1. [Lode] Na plane 7 x 7 hrame hru lode. Nachidza sa na fiom jedna lod 2 x 3.
Mézeme vystrelit na Fubovolné politko planu, a ak lod’ zasiahneme, hra koné¢i. Ak nie, strielame
znova. Urcte najmensi pocet vystrelov, ktoré potrebujeme, aby sme s istotou lod’ zasiahli.

RieSenie. Pokus o rieSenie 1*. Nagim cielom je strielat ¢o najoptimélnejsie, aby sme pouzili ¢o
najmenej vystrelov. Neoplati sa nam preto strielat na policka pri sebe, lebo vystrely pri sebe pokryju
menej poli¢ok ako vystrely d'alej od seba. Nesmieme vSak strielat moc daleko od seba. Ak medzi dvoma
vystrelmi st aspofi dve poli¢ka uz sa tam moze zmestit lod’. Najlepgie teda bude, ked medzi susednymi
vystrelmi bude jedno volné policko. To vieme dosiahnut vystrelenim na policka ako je znazornené na



obrézku. Na to, aby sme s istotou zasiahli lod, potrebujeme najmenej 9 vystrelov. Na menej vystrelov

Obr. 1:

to nie je moZné, pretoZze sme strielali najoptimalnejsie.

Rozbor riesenia*. Na prvy pohlad toto rieSenie moze vyzerat vyborne, av8ak rieSenie méa vazny ne-
dostatok - chyba mu zdévodnenie, pre¢o nestac¢i menej ako 9 vystrelov. Ale pre¢o? Ved sa v rieSeni
spomina, Ze menej vystrelov nestaci. Objavuje sa tu aj dalsi problém. Uvedené zdévodnenia sa len
velmi vagne a len na intuitivnej irovni. Podme si to postupne rozobrat.

,Neoplati sa nam preto strielat na polic¢ka pri seba...“ Slovitko ,neoplati“ je zhamenim intuitiv-
nych dékazov. Aby malo v dokaze vyznam, musi byt matematicky podloZzené. Ako je podloZené tu?
Riegitel sice opisuje, ze vystrely pri sebe pokryji menej poli¢ok ako vystrely dalej od seba, ale tu uz
matematické podklady koncia. Riesitel nepiSe, ¢o to znamené pokryt politko. Znamené to, Ze dofiho
nesmie zasahovat lod’, nesmie byt v fiom Tavy horny roh lode alebo nie¢o iné? Taktiez nezdovodiuje,
preco pocet pokrytych polidok bude mensi. Patrilo by sa sem uviest nejaky vypocet, Ze naozaj ten
pocet (tak ako ho méame definovany) vyjde mensi.

Dalsim problémom je, Ze rieSitel sa pozerd na polohu iba dvoch policok. Vo v8eobecnosti neplati, Ze
lokalne najoptimalnejSie rieSenie je najoptimélnejsie aj globalne. Moze sa nam stat (zatial teoreticky),
ze dva vystrely nebudd umiestnené optimalne, ale to, ¢o pri nich stratime, mézeme ziskat pri inych
dvojiciach a méze nés to doviest k ostro lep§iemu rozloZeniu vystrelov ako keby sme sa snazili vSetko
spravit ,najoptimalnejgie” na trovni susednych vystrelov.

Uvedené rieSenie teda iba intuitivne vysvetluje, preco je 9 najmensi pocet vystrelov. Pouzity postup
je pre nas dobry, ked sa snazime najst policka kam strielat. Av8ak z formalnej stranky to hodnote
rieSenia nepridava a riefenie m4 rovnaka hodnotu, ako keby sme len v fiom uviedli obrézok s vetou, Ze
9 vystrelov stadi.

7 hladiska formulacie riefenia je problém, Ze rieSenie v sebe miefa dve Gasti: konStrukciu, Ze 9
vystrelov stadi a dokaz, ze menej nestaci. Sice toto nie je chyba, ktora by sama o sebe zapri€inila stratu
bodov. Ale roz¢lenenie rieSenia na dve Casti vam pomoze si ujasnit, ze kazda z tychto Casti je vyrieSena
iplne a nie len intuitivne.

Co v tejto faze rieSenia? Rozhodne nie sme spokojni s tym, Ze tlohu mame. Ked mame pocit, Ze
lepsie to uz nejde, pustime sa do dokazovania, Ze je to naozaj tak. Castokrat si tato faza vyzaduje
pozerat sa na tlohu z inej strany. To bude zrejme potrebné aj v nasom pripade. Jednou nasou moz-
nostou sice je matematicky podlozit nage tvahy, ale ¢ak4 nés niekolko problémov. Ide hlavne o to, Ze
sa chceme pozerat na to, ako musia byt umiestnené dva vystrely, ¢o nemusi stacit, ako sme spomenuli
vySsSie.

Pokus o riefenie 2*. Na nasledujicom obrazku vidime 8 obdlznikov 2 x 3 rozmiestnenych na planiku,
ktoré sa neprekryvaju.
Ak by sme mali menej ako 8 vystrelov, tak jeden z 6smich obdlznikov nezasiahneme a zrovna tam



Obr. 2:

sa moze nachadzat lodka. Potrebujeme teda do kazdého obdlznika vystrelif jeden vystrel. Musime ich
umiestnit zaroven tak, aby sa medzi ne nezmestila ziadna ina lod. Na to, aby sme s istotou zasiahli
lod, potrebujeme najmenej 8 vystrelov.

Rozbor riesenia*. Toto rieSenie taktiez nie je uplné. RieSitel v fiom ukézal len, Ze potrebuje aspon
8 vystrelov. Neukazal, Ze 8 vystrelov staci. Hovor{ iba v teoretickej rovine, Ze ak sa mu podari tych 8
vystrelov vhodne umiestnit, tak buda stacit. Ale je to naozaj mozné? Co ak z nejakého iného dovodu
8 vystrelov stacit nebude.

Spoloény rozbor*. Vidime, Ze rieSenia 1 a 2 maju rozne vysledky, jedno tvrdi, Ze najmenej vystre-
lov je 9 a druhé 8. Jedno rieSenie je teda nespravne, ale ktoré? Ak sme pri rieSeni tejto ulohy v stave, ze
méme vietko, o tieto dve rieSenia spolu, tak vieme, ze spravnym rieSenim tlohy je 8 alebo 9 vystrelov.
Pre dokonéenie tlohy potrebujeme bud najst 8 policok, na ktoré nam staci vystrelit, alebo dokéazat, ze
8 vystrelov nestadi.

Na prekvapenie (mozno nie pre v8etkych je to prekvapenie) naozaj stadi 8 vystrelov. Vsetky in-
tuitivne argumenty v rieSeni 1 su teda nespravne. Na rieSeni uvedenom nizsie si mozete vSimnut, Ze
nie je pravda, Ze sa neoplati strielat blizko seba. Stalo sa tu, pred &m sme varovali. Tym, Ze sme na
niektorych miestach strielali ,neoptiméalne zlepgilo situaciu inde a v koneénom désledku sme dosiahli
lepSie rieSenie.

Vzorové rieSenie*. UkaZeme, 7e 8 je najmensi pocet vystrelov, ktory potrebujeme, aby sme s is-
totou zasiahli lod.

Obr. 3:

Na obrazku 3 vlavo vidime, Ze moéZeme na plan umiestnit 8 neprekryvajucich sa obdlznikov 2 x 3
(stredné poli¢ko ostane prazdne). Aby sme s istotou zasiahli lod’; musime zasiahnut aspon jedno policko



v kazdom z 6smich vyznacenych obdlznikov, preto potrebujeme aspoin 8 vystrelov.

Na obrazku vpravo je uvedeny priklad vyberu ésmych polic¢ok, na ktoré staci vystrelit, aby sa uz
mimo nich nedala na plan umiestnit ziadne lod 2 x 3. Preto tychto 8 vystrelov k zasiahnutiu lode vzdy
staci.

Rozbor vzorového riesenia*. Téato tloha je peknym prikladom toho, ako sa to, ¢o je napisané v rieSeni,
ligi od toho, ¢im sme prechadzali pri rieSeni tlohy. Hoci je samotné riesenie dlohy kratke, tlohu sme
veru kratko neriegili. Vadsina riegitelov zacne s deviatimi vystrelmi ako v pokuse 1 a potom sa po-
stupne cez rozne vylepSenia strielania, rozne pokusy o 8 vystrelov a dalsie iné ivahy dostane k rieseniu
s 6smimi vystrelmi.

Vsimnime si dalej ¢lenenie riesenia. Najprv uvedieme, ¢o chceme ukéazat (tato ¢ast moze byt aj na
konci) a vo zvysku rieSenia dokaZeme, Ze nase rieSenie je spravne. RieSenie je pekne rozcélenené na dve
¢asti podla dvoch bodov, ¢o potrebujeme pri takejto tlohe ukézat (mozu byt aj vymenené). V prvej
Casti ukdZzeme, Ze potrebujeme aspon 8 vystrelov. V druhej ukdzeme, Ze 8 vystrelov ndm naozaj staci.
Nie je tu ziadne premiesavanie tychto dvoch casti.

Komentar. V tejto Casti seminara je mozné so Studentmi text vysSie spoloCne precitat a analyzovat.
Zaujimavejsou a prinosnejSou sa vSak zda byt moznost, kedy Studentom predostrieme vysSie spome-
nuté nespravne pokusy o riefenie a spolo¢ne budeme hladat problematické miesta a diskutovat, ako
ich vylepsit.

Stratégie na zaciatok

Castokrat sa stane, ze tloha, pred ktort sd Studenti postaveni, je narocéna a nie je zrejmé, akym
sposobom sa pustit do jej rieSenia. Preto povaZujeme za vhodné predstavit Studentom Stvoricu stratégii,
ktoré im mozu poméct v zaciatkoch riefenia problému. Tu uvedieme len stru¢né neformalne parafrazy,
podrobnejsi popis s prikladmi je vhodné najst v [Zei07]. Zaujimavejsia vSak bude diskusia so studentami
o tom, ¢i im navrhované pristupy pripadaja uzito¢né.

1. Zorientujyme sa. Zistime, o ¢o sa v probléme jednd, ¢o je nasou tlohou, ¢i sme uz podobnd tlohu
niekedy riegili atd.

2. Vyhriime si rukdvy a pustme sa do prdce. Nebojme sa vyskigat, ako sa problém sprava pre nejaké
malé hodnoty, hladajme vzorce, systémy, podozrivé spravanie.

3. Predposledny krok. Ako by mohol vyzerat predposledny krok, ktory by nas doviedol k rieSeniu?
Ako sa k nemu dostat?

4. Zjednodusujme. Ako by vyzerala jednoduchsia verzia problému, s ktorou by sme sa vedeli popaso-
vat? Aky je rozdiel medzi zlozitym problémom, ktory mame prace v rukich a jeho jednoduchSou
variantou? Ako nam jednoduchsi problém pomoze v rieSeni zloZzitejSieho?

Zaroven je vhodné sa k tymto stratégiam (ktoré samozrejme nie st jediné) priebezne pocas skolského
roka vracat, pripadne zoznam rozgirovat o dalsie.

Typy doékazov

Ako sme uZ spominali, tlohy je potrebné nielen vyriegit, ale aj dokézat, Ze naSe rieSenie je skutoc¢ne
spravne, prip. Zze sme ozaj nasli v8etky rieSenia. Doékazovych metédd existuje mnozstvo, so Studentmi
povazujeme za vhodné zopakovat tri zakladné metody rieSenia tuloh (priamy dokaz, dokaz sporom,
dokaz pouzitim matematickej indukcie — len informativne, pre rieSenie tloh MO kategoérie C nebude
nevyhnutny), vhodne popisanych napr. v [Poll4].



Dopliiujtice zdroje a materialy

Problematiku rieSenia matematickych problémov prijemne spraciavava [Holl0| a [Zei07], najmé uvodné
kapitoly oboch publikicii. TaktieZ na stankach seminaru PraSe je mozné najst kratky textik!.
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