
Seminár 4: Algebraické výrazy, rovnice a nerovnosti I � úprava výrazov

Ciele

Zopakovanie základných poznatkov o úprave algebraických výrazov a rovníc, ktoré by ²tudenti mali
po absolvovaní základnej ²koly ovláda´, uplatnenie týchto poznatkov pri rie²ení jednoduch²ích úloh,
úprava na ²tvorec.

Úvodný komentár

Na za£iatku seminára spolu so ²tudentami zopakujeme základné poznatky, ktoré sú nutnou podmienkou
úspe²ného rie²enia úloh v tomto a nasledujúcich troch seminároch. �tudenti by mali1:

. vedie´, £o je výraz, mnoho£len, £len, koe�cient,

. vedie´ mnoho£leny s£íta´, od£íta´, násobi´ a v jednoduch²ích prípadoch aj deli´,

. ovláda´ spamäti vzorce pre druhú (príp. tretiu) mocninu dvoj£lenu,

. vedie´ rozklada´ mnoho£leny na sú£in vynímaním alebo pouºitím vzorcov (A ± B)2, A2 − B2

(príp. A3 ±B3),

. vedie´, £o je lineárna rovnica a diskutova´ o po£te jej rie²ení,

. vedie´ rie²i´ ekvivalentnými úpravami lineárne rovnice.

Úlohy a rie²enia

Úloha 4.1. [65-I-3-N1] Pre ©ubovo©né reálne £ísla x, y a z dokáºte nezápornos´ hodnoty
kaºdého z výrazov

x2z2 + y2 − 2xyz, x2 + 4y2 + 3z2 − 2x− 12y − 6z + 13, 2x2 + 4y2 + z2 − 4xy − 2xz

a zistite tieº, kedy je doty£ná hodnota rovná nule.

Rie²enie*. Prvý výraz upravíme pouºitím vzorca (A − B)2, kde A = xz a B = y, £ím dostaneme
x2z2 + y2 − 2xyz = (xz − y)2. Ke¤ºe ide o druhú mocninu reálneho £ísla, bude hodnota výrazu vºdy
nezáporná a rovna´ sa nule bude v prípade xz = y.

Druhý výraz upravíme podobným spôsobom, obdrºíme v²ak sú£et troch druhých mocnín: x2+4y2+
+3z2−2x−12y−6z+13 = (x2−2x+1)+(4y2−12y+9)+3(z2−2z+1) = (x−1)2+(2y−3)2+3(z−1)2.
V²etky tri s£ítance sú nezáporné a teda aj ich sú£et bude nezáporný a rovný nule bude v prípade, ak
základy v²etkých troch mocnín budú tieº rovné nule, teda x = 1, y = 3

2 a z = 1.
Poh©ad na posledné dva £leny posledného výrazu nám napovie, ºe pravdepodobne opä´ vyuºi-

jeme podobnú úpravu ako v predchádzajúcich prípadoch, základy mocnín v²ak budú obsahova´ dve
premenné. Skuto£ne rozpísaním £lena 2x2 = x2 + x2 a preusporiadaním poradia £lenov dostávame
(x2 − 4xy + 4y2) + (x2 − 2xy + z2), odkia© je uº zrejmé, ºe výraz bude ma´ tvar sú£tu dvoch dru-
hých mocnín (x−2y)2+(x−z)2. Výraz je vºdy nezáporný a nulovú hodnotu nadobúda pre x = 2y = z.

Komentár. Cie©om úlohy je zopakova´ pouºitie vzorcov (A ± B)2 v trochu menej priamo£iarych
mnoho£lenoch neº na aké je priestor v beºnom vyu£ovaní. Zárove¬ rozpísanie £lena 2x2 na sú£et dvoch
rovnakých £lenov je trik, na ktorý je vhodné ²tudentov upozorni´, ke¤ºe tento princíp nájde uplatnenie
v nejednej úlohe.

1Spracované pod©a [KHP00]
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Úloha 4.2. [63-I-1-N1-N4] a) Ur£te najmen²iu hodnotu výrazu V = 5 + (x− 2)2, x ∈ R. Pre
ktoré x ju výraz nadobúda?
b) Ur£te najmen²iu moºnú hodnotu výrazu W = 9 − ab, kde a, b sú reálne £ísla sp¨¬ajúce
podmienku a+ b = 6. Pre ktoré hodnoty a, b je W minimálne?
c) Ur£te najmen²iu moºnú hodnotu výrazu Y = 12 − ab, kde a, b sú reálne £ísla sp¨¬ajúce
podmienku a+ b = 6. Pre ktoré hodnoty a, b je Y minimálne?
d) Ur£te najvä£²iu moºnú hodnotu výrazu K = 5 + ab, kde a, b sú reálne £ísla sp¨¬ajúce pod-
mienku a+ b = 8. Pre ktoré hodnoty a, b je K maximálne?

Rie²enie.
a) Výraz (x−2)2 je pre v²etky reálne £ísla x nezáporný, jeho minimálna hodnota tak je 0, v prípade

x = 2. Najmen²ia hodnota výrazu V je potom 5.
b) Z podmienky vyjadríme premennú a pomocou premennej b, teda a = 6 − b, dosadíme do W a

upravíme pouºitím vzorca (A−B)2: W = 9− ab = 9− (6− b)b = (b− 3)2. Hodnota výrazu W je tak
vºdy nezáporná a Wmin = 0, £o nastane pre b = 3 a a = 3.

c) V²imneme si, ºe Y = W + 3 a ke¤ºe aj podmienka je v tomto prípade rovnaká, platí Y = (b−
− 3)2 + 3. Potom Ymin = 3 pre a = 3 a b = 3.

d) Podobne ako v predchádzajúcich £astiach, vyjadríme z podmienky premennú a pomocou pre-
mennej b: a = 8− b a dosadíme do výrazu K: K = 5+ 8a− a2 = −(a− 4)2 + 21, kde sme vyuºili tzv.
úpravu na ²tvorec. Vidíme, ºe £as´ −(a− 4)2 je vºdy nekladná, preto Kmax = 21 pre a = b = 4.

Komentár. V £astiach c) a d) predchádzajúcej úlohy sme vyuºili tzv. úpravu výrazu na ²tvorec.
Aj napriek tomu, ºe tento úkon je v �VP zaradený aº v neskor²ej £asti ²kolského roka (v £asti o kvadra-
tických rovniciach), povaºujeme za vhodné ²tudentov s metódou zoznámi´ uº teraz. Je totiº prirodzene
spojená s úpravami výrazov, jej pochopenie je moºné aj bez ²ir²ích znalostí rie²enia kvadratických
rovníc a v úlohách MO nájde uplatnenie £asto.

Úloha 4.3. [63-I-1] Ur£te, akú najmen²iu hodnotu môºe nadobúda´ výraz V = (a− b)2+(b−
− c)2 + (c− a)2, ak reálne £ísla a, b, c sp¨¬ajú dvojicu podmienok

a+ 3b+ c = 6,

−a+ b− c = 2.

Rie²enie*. S£ítaním oboch rovníc z podmienky zistíme, ºe b = 2. Dosadením za b do niektorej
z nich vyjde c = −a. Platí teda V = (a − 2)2 + (2 + a)2 + (−2a)2. Po umocnení a s£ítaní zistíme, ºe
V = 6a2 + 8 ≥ 8. Rovnos´ nastane práve vtedy, ke¤ a = 0, b = 2 a c = 0.

H©adaná najmen²ia hodnota výrazu V je teda rovná 8.

Komentár. Rie²enie úlohy vyºaduje prácu so sústavou dvoch rovníc, av²ak manipulácia tejto
sústavy nie je aº taká zloºitá, takºe zaradenie úlohy bez toho, aby sme sa systematicky venovali
rie²eniu sústav rovníc, nepokladáme za problematické.

Úloha 4.4. [63-S-1] Ur£te, aké hodnoty môºe nadobúda´ výraz V = ab + bc + cd + da, ak
reálne £ísla a, b, c, d sp¨¬ajú dvojicu podmienok

2a− 5b+ 2c− 5d = 4,

3a+ 4b+ 3c+ 4d = 6.

Rie²enie*. Pre daný výraz V platí

V = a(b+ d) + c(b+ d) = (a+ c)(b+ d).

Podobne môºeme upravi´ aj obe dané podmienky:

2(a+ c)− 5(b+ d) = 4 a 3(a+ c) + 4(b+ d) = 6. (1)
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Ak teda zvolíme substitúciu m = a+ c a n = b+ d, dostaneme rie²ením sústavy 1 m = 2 a n = 0. Pre
daný výraz potom platí V = mn = 0.

Záver. Za daných podmienok nadobúda výraz V iba hodnotu 0.

Iné rie²enie*. Podmienky úlohy si predstavíme ako sústavu rovníc s neznámymi a, b a parametrami
c, d. Vyrie²ením tejto sústavy (s£ítacou alebo dosadzovacou metódou) vyjadríme a = 2 − c, b = −
−d (c, d ∈ R) a po dosadení do výrazu V dostávame

V = (2− c)(−d)− dc+ cd+ d(2− c) = 0.

Komentár. Zadanie úlohy opä´ obsahuje sústavu dvoch rovníc. Jej rie²enie sa v²ak po substitúcii
zredukuje na ve©mi jednoduchú sústavu, s ktorou sa ²tudenti stretli uº na základnej ²kole, takºe by
nemala spôsobi´ výrazné problémy.

Úloha 4.5. [65-I-3] Uvaºujme výraz

2x2 + y2 − 2xy + 2x+ 4.

a) Nájdite v²etky reálne £ísla x a y, pre ktoré daný výraz nadobúda svoju najmen²iu hodnotu.

b) Ur£te v²etky dvojice celých nezáporných £ísel x a y, pre ktoré je hodnota daného výrazu
rovná £íslu 16.

Rie²enie*. Daný výraz V (x, y) upravme pod©a vzorcov pre (A±B)2:

V (x, y) = x2 − 2xy + y2 + x2 + 2x+ 1 + 3 = (x− y)2 + (x+ 1)2 + 3.

a) Prvé dva s£ítance v poslednom sú£te sú druhé mocniny, majú teda nezáporné hodnoty. Minimum
ur£ite nastane v prípade, ke¤ pre niektoré x a y budú oba základy rovné nule (v tom prípade pre inú
dvojicu základov uº bude hodnota výrazu V (x, y) vä£²ia). Obe rovnosti x− y = 0, x+ 1 = 0 sú£asne
naozaj nastanú, a to zrejme iba pre hodnoty x = y = −1. Dodajme (na to sa zadanie úlohy nepýta),
ºe Vmin = V (−1,−1) = 3. Daný výraz tak nadobúda svoju najmen²iu hodnotu iba pre x = y = −1.

b) Pod©a úpravy z úvodu rie²enia platí

V (x, y) = 16⇔ (x− y)2 + (x+ 1)2 + 3 = 16⇔ (x− y)2 + (x+ 1)2 = 13.

Oba s£ítance (x−y)2 a (x+1)2 sú (pre celé nezáporné £ísla x a y) z mnoºiny {0, 1, 4, 9, 16, . . .}. Jeden
preto zrejme musí by´ 4 a druhý 9. Vzh©adom na predpoklad x ≥ 0 je základ x+ 1 mocniny (x+ 1)2

kladný, musí preto by´ rovný 2 alebo 3 (a nie −2 £i −3). V prvom prípade, t. j. pre x = 1, potom
pre základ mocniny (x − y)2 dostávame podmienku 1 − y = ±, teda y = 1 ± 3, £iºe y = 4 (hodnota
y = −2 je zadaním £asti b) vylú£ená). V druhom prípade, ke¤ x = 2, dostaneme podobne z rovnosti
x− y = 2− y = ±2 dve vyhovujúce hodnoty y = 0 a y = 4. Celkovo teda v²etky h©adané dvojice (x, y)
sú (1, 4), (2, 0) a (2, 4).

Komentár. Závere£ná úloha stavia na poznatkoch z predchádzajúcich úloh, av²ak vyºaduje doda-
to£nú analýzu, preto sme ju zvolili ako vyvrcholenie prvého algebraického seminára.

Domáca práca

Úloha 4.6. [65-II-1] Nájdite najmen²iu moºnú hodnotu výrazu

3x2 − 12xy + y4,

v ktorom x a y sú ©ubovo©né celé nezáporné £ísla.
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Rie²enie*. Ozna£me daný výraz V a upravme ho dvojakým doplnením na ²tvorec:

V = 3x2 − 12xy + y4 = 3(x− 2y)2 − 12y2 + y4 = 3(x− 2y)2 + (y2 − 6)2 − 36.

Zrejme platí (x−2y)2 ≥ 0, takºe najmen²iu hodnotu výrazu V pri pevnom y dostaneme, ke¤ poloºíme
x = 2y. Ostáva preto nájs´ najmen²iu moºnú hodnotu mocniny (y2 − 6)2 s nezápornou celo£íselnou
premennou y. Ke¤ºe y2 ∈ {0, 1, 4, 9, 16, 25, . . .} a £íslo 6 padne medzi £ísla 4 a 9 tejto mnoºiny, platí
pre kaºdé celé £íslo y nerovnos´

(y2 − 6)2 ≥ min((4− 6)2, (9− 6)2) = min{4, 9} = 4.

Pre ©ubovo©né celé £ísla x a y tak dostávame odhad

V ≥ 3 · 0 + 4− 36 = −32,

pritom rovnos´ V = −32 nastáva pre y = 2 a x = 2y = 4.
Záver. H©adaná najmen²ia moºná hodnota daného výrazu je -32.

Úloha 4.7. [65-I-3-D1, resp. B-61-S-1] V obore celých £ísel vyrie²te rovnicu

x2 + y2 + x+ y = 4.

Rie²enie*. Vynásobením oboch strán danej rovnice ²tyrmi dostaneme

4x2 + 4y2 + 4x+ 4y = 16.

Výraz na ©avej strane takto upravenej rovnice doplníme na sú£et druhých mocnín dvoch dvoj£lenov.
Obdrºíme tak

(4x2 + 4x+ 1) + (4y2 + 4y + 1) = (2x+ 1)2 + (2y + 1)2 = 18.

Sta£í teda vy²etri´ v²etky rozklady £ísla 18 na sú£et dvoch kladných nepárnych £ísel, pretoºe £ísla
2x+ 1 a 2y + 1 nie sú delite©né dvoma pre ºiadne celé x a y.

Uvaºujme preto nasledujúce rozklady:

18 = 1 + 17 = 3 + 15 = 5 + 13 = 7 + 11 = 9 + 9.

Medzi uvedenými sú£tami je iba jeden (18 = 9 + 9) sú£tom druhých mocnín dvoch celých £ísel. Môºu
teda nasta´ nasledujúce ²tyri prípady:

2x+ 1 = 3, 2y + 1 = 3, t. j. x = 1, y = 1,

2x+ 1 = 3, 2y + 1 = −3, t. j. x = 1, y = −2,
2x+ 1 = −3, 2y + 1 = 3, t. j. x = −2, y = 1,

2x+ 1 = −3, 2y + 1 = −3, t. j. x = −2, y = −2.

Záver. Danej rovnici vyhovujú práve ²tyri dvojice celých £ísel (x, y), a to (1, 1), (1,−2), (−2, 1) a
(−2,−2).

Iné rie²enie*. Danú rovnicu moºno upravi´ na tvar x(x + 1) + y(y + 1) = 4, z ktorého vidno, ºe
£íslo 4 je nutné rozloºi´ na sú£et dvoch celých £ísel, z ktorých kaºdé je sú£inom dvoch po sebe idúcich
celých £ísel. Ke¤ºe najmen²ie hodnoty výrazu t(t+ 1) pre kladné aj záporné celé t sú 0, 2, 6, 12, . . . ,
do úvahy prichádza iba rozklad 4 = 2 + 2, takºe kaºdá z neznámych x, y sa rovná jednému z £ísel 1 £i
−2 � jediných celých £ísel t, pre ktoré t(t+1) = 2. Navy²e je jasné, ºe naopak kaºdá zo ²tyroch dvojíc
(x, y) zostavených z £ísel 1,−2 je rie²ením danej úlohy.
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Dopl¬ujúce zdroje a materiály

V prípade, ºe na seminári zistíme, ºe ²tudenti potrebujú získa´ zru£nos´ v rozkladaní výrazov na sú£in,
je moºné odkáza´ ich na rôzne stredo²kolské zbierky príkladov, napr. [KHP00] alebo [BC99], kde nájdu
dostato£né mnoºstvo príkladov na precvi£enie.

Citácie

[BC99] I. Bu²ek a E. Calda.Matematika pro gymnázia. Základní poznatky z matematiky. 3. upravené
vydání. Praha: Prometheus, 1999. isbn: 80-7196-146-9.

[KHP00] J. Kubát, D. Hrubý a J. Pilgr. Sbírka úloh z matematiky pro st°ední ²koly. Maturitní mini-

mum. 1. vydání. Praha: Prometheus, 2000. isbn: 80-7196-030-6.

Matematický seminár pre talentovaných ²tudentov

https://seminar-mo.sk/
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