Seminar 4: Algebraické vyrazy, rovnice a nerovnosti I — tiprava vyrazov

Ciele

Zopakovanie zdkladnych poznatkov o tprave algebraickych vyrazov a rovnic, ktoré by studenti mali
po absolvovani zakladnej Skoly ovladat, uplatnenie tychto poznatkov pri riefeni jednoduchgich tloh,
uprava na Stvorec.

Uvodny komentar

Na zac¢iatku seminara spolu so Studentami zopakujeme zakladné poznatky, ktoré st nutnou podmienkou
tispesného rieSenia tloh v tomto a nasledujucich troch seminaroch. Studenti by mali':

> vediet, ¢o je vyraz, mnohodlen, ¢len, koeficient,
> vediet mnoho¢leny séitat, odéitat, nésobit a v jednoduchs$ich pripadoch aj delit,
> ovladat spamiti vzorce pre druhi (prip. tretiu) mocninu dvojclenu,

> vediet rozkladat mnoho¢leny na sti¢in vynimanim alebo pouZitim vzorcov (A + B)?, A% — B2
(prip. A%+ B3),

> vediet, ¢o je linedrna rovnica a diskutovat o pocte jej rieSeni,

> vediet riesit ekvivalentnymi Gpravami linedrne rovnice.

Ulohy a rieSenia

Uloha 4.1. [65-1-3-N1]  Pre Tubovolné realne &sla z,y a z dokdzte nezapornost hodnoty
kazdého z vyrazov

2222 +y? — 2zyz, x® 4+ 492 + 322 — 20 — 12y — 62 + 13, 222 + 4y° + 2% — 4oy — 222
a zistite tiez, kedy je doty¢na hodnota rovna nule.

RieSenie*. Prvy vyraz upravime pouzitim vzorca (A — B)?, kde A = 2z a B = y, ¢im dostaneme
2222 + 9% — 22yz = (2 — y)?. KedZe ide o druhti mocninu realneho &isla, bude hodnota vyrazu vidy
nezéporné a rovnat sa nule bude v pripade zz = y.

Druhy vyraz upravime podobnym sposobom, obdrzime viak stcet troch druhych mocnin: z2 +4y%+
+322—2r—12y—62+13 = (2% —22+1)+(4y* —12y+9)+3(22 —22+1) = (z—1)?+(2y—3)? +3(z —1)2.
Vsetky tri s¢itance st nezdporné a teda aj ich stcet bude nezaporny a rovny nule bude v pripade, ak
zéklady vSetkych troch mocnin budu tiez rovné nule, teda x =1, y = % az=1.

Pohlad na posledné dva ¢leny posledného vyrazu nam napovie, Ze pravdepodobne opit vyuZi-
jeme podobnu upravu ako v predchadzajucich pripadoch, zdklady mocnin vSak budu obsahovat dve
premenné. Skuto¢ne rozpisanim ¢lena 222 = 22 + 2?2 a preusporiadanim poradia ¢lenov dostavame
(22 — dzy + 4y?) + (2% — 22y + 2?), odkial je uz zrejmé, Ze vyraz bude mat tvar sictu dvoch dru-
hych mocnin (z—2y)?+ (x— 2)2. Vyraz je vzdy nezéporny a nulovi hodnotu nadobuda pre z = 2y = 2.

Komentar. Cielom tlohy je zopakovat pouzitie vzorcov (A + B)? v trochu menej priamoéiarych
mnoho¢lenoch nez na aké je priestor v beznom vyucovani. Zaroveh rozpisanie ¢lena 22 na stéet dvoch
rovnakych ¢lenov je trik, na ktory je vhodné §tudentov upozornit, ked'ze tento princip najde uplatnenie
v nejednej dlohe.

!Spracované podla [KHP0O]



Uloha 4.2. [63-1-1-N1-N4] a) Uréte najmensiu hodnotu vyrazu V =5 + (z — 2)%, 2 € R. Pre
ktoré x ju vyraz nadobuda?

b) Uréte najmensiu moznti hodnotu vyrazu W = 9 — ab, kde a,b st redlne &isla splitajice
podmienku a + b = 6. Pre ktoré hodnoty a,b je W minimalne?

c¢) Uréte najmensiu moznt hodnotu vyrazu Y = 12 — ab, kde a,b st redlne &isla splitajice
podmienku a 4+ b = 6. Pre ktoré hodnoty a,b je Y minimalne?

d) Uréte najviacsiu moznt hodnotu vyrazu K = 5 + ab, kde a,b su redlne &isla splhajice pod-
mienku a + b = 8. Pre ktoré hodnoty a,b je K maximéalne?

RieZenie.

a) Vyraz (x —2)? je pre vetky realne ¢isla x nezaporny, jeho minimalna hodnota tak je 0, v pripade
x = 2. Najmensia hodnota vyrazu V je potom 5.

b) Z podmienky vyjadrime premennii a pomocou premennej b, teda a = 6 — b, dosadime do W a
upravime pouzitim vzorca (A — B)2: W =9 —ab=9 — (6 — b)b = (b — 3)2. Hodnota vyrazu W je tak
vzdy nezapornd a W, = 0, ¢o nastane pre b=3 a a = 3.

¢) Vsimneme si, ze Y = W + 3 a kedZe aj podmienka je v tomto pripade rovnaka, plati Y = (b —
—3)2+ 3. Potom Yy, =3 prea=3ab=3.

d) Podobne ako v predchadzajucich ¢astiach, vyjadrime z podmienky premennd a pomocou pre-
mennej b: a = 8 — b a dosadime do vyrazu K: K =5+ 8a — a? = —(a — 4)? + 21, kde sme vyuzili tzv.
tpravu na gtvorec. Vidime, ze ¢ast —(a — 4)? je vidy nekladna, preto Kyuqp = 21 pre a = b = 4.

Komentar. V castiach ¢) a d) predchadzajucej alohy sme vyuzili tzv. apravu vyrazu na $tvorec.
Aj napriek tomu, Ze tento ukon je v SVP zaradeny az v neskorsej Casti §kolského roka (v ¢asti o kvadra-
tickych rovniciach), povazujeme za vhodné Studentov s metdédou zoznamit uz teraz. Je totiz prirodzene
spojend s Upravami vyrazov, jej pochopenie je mozné aj bez SirSich znalosti rieSenia kvadratickych
rovnic a v iilohdch MO néjde uplatnenie ¢asto.

Uloha 4.3. [63-1-1] Urcte, akt najmensiu hodnotu moze nadobudat vyraz V = (a —b)% + (b —
—¢)? + (c — a)?, ak realne &isla a, b, ¢ spliaja dvojicu podmienok

a+3b+c=6,
—a+b—c=2.

RieSenie*. Sc¢itanim oboch rovnic z podmienky zistime, Ze b = 2. Dosadenim za b do niektorej
z nich vyjde ¢ = —a. Plati teda V = (a — 2)? + (2 4+ a)? + (—2a)%. Po umocneni a s¢itani zistime, Ze
V = 6a® + 8 > 8. Rovnost nastane prave vtedy, ked a =0, b=2a c = 0.

Hladana najmensia hodnota vyrazu V je teda rovna 8.

Komentar. Riesenie tilohy vyZzaduje pracu so sustavou dvoch rovnic, avSak manipulacia tejto
sistavy nie je az takd zlozita, takze zaradenie dlohy bez toho, aby sme sa systematicky venovali
rieSeniu sustav rovnic, nepokladame za problematické.

Uloha 4.4. [63-S-1] Uréte, aké hodnoty moéze nadobudat vyraz V = ab + bc + cd + da, ak
realne &isla a, b, ¢, d splitaju dvojicu podmienok

2a — bb + 2¢ — 5d = 4,
3a+4b+ 3c+4d = 6.
Riesenie*. Pre dany vyraz V plati
V=ab+d) +cb+d) =(a+c)(b+d).
Podobne mdzeme upravit aj obe dané podmienky:

20a+c¢)—5(b+d)=4 a 3(a+c)+4(0b+d) =6. (1)



Ak teda zvolime substiticiu m = a + ¢ a n = b+ d, dostaneme rie§enim ststavy 1 m =2 an = 0. Pre
dany vyraz potom plati V =mn = 0.
Zaver. Za danych podmienok nadobtda vyraz V iba hodnotu 0.

Iné riesenie*. Podmienky tlohy si predstavime ako ststavu rovnic s neznidmymi a, b a parametrami
¢, d. VyrieSenim tejto ststavy (s¢itacou alebo dosadzovacou metédou) vyjadrime a = 2 — ¢,b = —
—d (¢,d € R) a po dosadeni do vyrazu V dostavame

V=02-c)(-d) —dec+ecd+d2—c)=0.

Komentar. Zadanie ulohy opét obsahuje ststavu dvoch rovnic. Jej rieSenie sa v8ak po substiticii
zredukuje na velmi jednoduchu stistavu, s ktorou sa Studenti stretli uz na zakladnej Skole, takze by
nemala spo6sobit vyrazné problémy.

Uloha 4.5. [65-1-3] Uvazujme vyraz
222 + y? — 2xy + 2z + 4.
a) Najdite vSetky reélne ¢isla x a y, pre ktoré dany vyraz nadobuda svoju najmensiu hodnotu.

b) Urcte vSetky dvojice celych nezapornych &isel z a y, pre ktoré je hodnota daného vyrazu
rovnd ¢islu 16.

RieSenie*. Dany vyraz V(z,y) upravme podla vzorcov pre (A + B)?2:
Vie,y)=2? —2ey+ 2 + 22 +224+14+3=(x—9)> + (. +1)2 + 3.

a) Prvé dva s¢itance v poslednom siéte st druhé mocniny, maji teda nezaporné hodnoty. Minimum
ur¢ite nastane v pripade, ked pre niektoré x a y budi oba zéklady rovné nule (v tom pripade pre int

.....

naozaj nastand, a to zrejme iba pre hodnoty z = y = —1. Dodajme (na to sa zadanie tlohy nepyta),
7e Viin =V (=1, —1) = 3. Dany vyraz tak nadobuda svoju najmensiu hodnotu iba pre x =y = —1.

b) Podla apravy z avodu rieSenia plati
Vizg,y)=16< (z—y)?+@@+1)2+3=16< (z—y)* + (z+1)? =13.

Oba séitance (x —)? a (x +1)? st (pre celé nezaporné ¢isla x a y) z mnoziny {0,1,4,9,16, ...}. Jeden
preto zrejme musi byt 4 a druhy 9. Vzhladom na predpoklad z > 0 je zéklad = + 1 mocniny (z 4 1)?
kladny, musi preto byt rovny 2 alebo 3 (a nie —2 ¢ —3). V prvom pripade, t.j. pre x = 1, potom
pre zéklad mocniny (z — y)? dostavame podmienku 1 —y = +, teda y = 1 & 3, &ize y = 4 (hodnota
y = —2 je zadanim Casti b) vyluc¢end). V druhom pripade, ked x = 2, dostaneme podobne z rovnosti
x—y =2—y = %2 dve vyhovujice hodnoty y = 0 a y = 4. Celkovo teda v8etky hladané dvojice (z,y)
st (1,4), (2,0) a (2,4).

Komentar. Zavereéna tloha stavia na poznatkoch z predchédzajicich tloh, avSak vyzaduje doda-
to¢nu analyzu, preto sme ju zvolili ako vyvrcholenie prvého algebraického seminéra.

Domaca praca

Uloha 4.6. [65-11-1] Najdite najmengiu mozni hodnotu vyrazu
3z% — 122y + y4,

v ktorom z a y st Tubovolné celé nezaporné &isla.



Riesenie*. Ozna¢me dany vyraz V a upravme ho dvojakym doplnenim na §tvorec:
V =322 — 122y + y* = 3(x — 2y)? — 12y + y* = 3(z — 29)? + (v* — 6)% — 36.

Zrejme plati (z —2y)? > 0, takZe najmensiu hodnotu vyrazu V pri pevnom y dostaneme, ked poloZime
x = 2y. Ostava preto najst najmensiu mozna hodnotu mocniny (y? — 6)? s nezdpornou celoéiselnou
premennou y. Kedze y? € {0,1,4,9,16,25, ...} a &islo 6 padne medzi &isla 4 a 9 tejto mnoziny, plati
pre kazdé celé ¢islo y nerovnost

(y? — 6)% > min((4 — 6)2, (9 — 6)%) = min{4,9} = 4.

Pre Tubovolné celé ¢isla x a y tak dostavame odhad

V>3-0+4-36=-32,
pritom rovnost V' = —32 nastava pre y = 2 a x = 2y = 4.
Zdver. Hfadand najmensia mozna hodnota daného vyrazu je -32.

Uloha 4.7. [65-1-3-D1, resp. B-61-S-1] V obore celych ¢isel vyrieste rovnicu
4y rrry=4

Riesenie*. Vynéasobenim oboch strén danej rovnice Styrmi dostaneme

42% + 49y? + 4z + 4y = 16.

Vyraz na lavej strane takto upravenej rovnice doplnime na siéet druhych mocnin dvoch dvojélenov.
Obdrzime tak
(42° + 4z + 1)+ (4® + 4y + 1) = 2z + 1)2 + (2y + 1) = 18.

Staci teda vySetrit vSetky rozklady &isla 18 na siucet dvoch kladnych neparnych Cisel, pretoze Cisla
2x 4+ 1 a 2y + 1 nie sa delitelné dvoma pre Ziadne celé x a y.
Uvazujme preto nasledujice rozklady:

18=14+17=3+15=5+13=7T+11=9+9.

Medzi uvedenymi suétami je iba jeden (18 =9 + 9) saétom druhych mocnin dvoch celych ¢isel. M6zu
teda nastat nasledujice styri pripady:

20 4+1 =3, 2y4+1=3, t.j. r=1y=1,

20 +1 =23, 204+1= -3, t.j. z=1,y = -2,
2z +1 = -3, 2y 4+1=3, t.j. z=-2,y=1,
20+ 1= -3, 2+1= -3, t.j. x=-2,y=—-2.

Zaver. Danej rovnici vyhovuju prave styri dvojice celych &isel (z,y), a to (1,1), (1,-2), (—=2,1) a
(—2,-2).

Iné rieSenie*. Dant rovnicu mozno upravit na tvar z(z + 1) + y(y + 1) = 4, z ktorého vidno, Ze
¢islo 4 je nutné rozlozit na sucet dvoch celych ¢isel, z ktorych kazdé je stiéinom dvoch po sebe iducich
celych ¢isel. KedZe najmensie hodnoty vyrazu t(¢t + 1) pre kladné aj zaporné celé ¢t su 0, 2, 6, 12,...,
do tivahy prichadza iba rozklad 4 = 2 4 2, takZe kazda z nezndmych x,y sa rovna jednému z ¢isel 1 ¢i
—2 - jedinych celych &isel ¢, pre ktoré t(t + 1) = 2. Navyse je jasné, ze naopak kazda zo $tyroch dvojic
(x,y) zostavenych z &isel 1, —2 je rieSenim danej ulohy.



Dopliiujtice zdroje a materialy

V pripade, Ze na semindri zistime, Ze Studenti potrebuja ziskat zru¢nost v rozkladani vyrazov na siéin,
je mozné odkéazat ich na rozne stredoskolské zbierky prikladov, napr. [KHP0O] alebo [BC99], kde najdu
dostato¢né mnozstvo prikladov na precvicenie.

Citacie
[BC99| 1. Bugek a E. Calda. Matematika pro gymndzia. Zdkladni poznatky z matematiky. 3. upravené
vydani. Praha: Prometheus, 1999. 1SBN: 80-7196-146-9.

[KHPOO| J. Kubat, D. Hruby a J. Pilgr. Sbirka tloh z matematiky pro stiedni skoly. Maturitni mini-
mum. 1. vydani. Praha: Prometheus, 2000. 1sBN: 80-7196-030-6.
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