
Seminár 6: Algebraické výrazy, rovnice a nerovnosti III � lineárne rov-

nice a sústavy lineárnych rovníc

Ciele

Upevni´ poznatky o rie²ení lineárnych rovníc a sústav lineárnych rovníc.

Úvodný komentár

Seminárne stretnutie je zamerané na prácu s rovnicami a úlohami, ktoré na rovnice, príp. sústavy rovníc
vedú. Ide o jedno z dvoch stretnutí (¤al²ím je Seminár 19), v tejto chvíli sa zameriame na jednoduch²ie
(priamo£iarej²ie) úlohy, v pokra£ovaní sa potom budeme zaobera´ zloºitej²ími rovnicami a sústavami.

Úlohy a rie²enia

Úloha 6.1. [60-I-1-N1] Máme tri £ísla so sú£tom 2010, pri£om kaºdé z nich je aritmetickým
priemerom zvy²ných dvoch. Aké sú to £ísla?

Rie²enie. Ozna£me h©adané £ísla a, b a c. Pod©a zadania platí

a+ b

2
= c,

b+ c

2
= a,

c+ a

2
= b.

Rie²ením sústavy dostávame a = b = c a z podmienky a + b + c = 2010 potom jediné rie²enie úlohy
a = b = c = 670.

Úloha 6.2. [60-I-1-N2] Máme tri £ísla, o ktorých vieme, ºe kaºdé z nich je aritmetickým
priemerom niektorých dvoch z na²ich troch £ísel. Dokáºte, ºe na²e tri £ísla sú rovnaké.

Rie²enie*. Predpokladajme, ºe niektoré z na²ich £ísel je priemerom seba a iného z na²ich £ísel. Potom
ich vieme ozna£i´ a, b, c tak, ºe a = (a+ b)/2. Z tejto rovnosti vyplýva a = b. �íslo c je bu¤ priemerom
£ísel a a b, z £oho hne¤ máme, ºe je týmto £íslam rovné, alebo je priemerom seba a niektorého z £ísel
a, b, £iºe c = (c + a)/2, z toho opä´ dostaneme c = a = b. Ak kaºdé z na²ich £ísel je aritmetickým
priemerom zvy²ných dvoch, rie²ime predo²lú úlohu.

Úloha 6.3. [60-I-1] Lucia napísala na tabu©u dve nenulové £ísla. Potom medzi ne postupne
vkladala znamienka plus, mínus, krát a delené a v²etky ²tyri príklady správne vypo£ítala. Medzi
výsledkami boli iba dve rôzne hodnoty. Aké dve £ísla mohla Lucia na tabu©u napísa´?

Rie²enie*. Ozna£me h©adané £ísla a, b. Ke¤ºe b 6= 0 nutne a + b 6= a − b. Kaºdé z £ísel a · b, a : b
je rovné bu¤ a + b, alebo a − b. Sta£í teda rozobra´ ²tyri prípady a v kaºdom z nich vyrie²i´ sústavu
rovníc. Ukáºeme si v²ak rýchlej²í postup. Ak by platilo

a+ b = a · b a a− b = a : b alebo a+ b = a : b a a− b = a · b,

vynásobením rovností by sme v oboch prípadoch dostali a2 − b2 = a2 , £o je v spore s b 6= 0. Preto
sú £ísla a · b a a : b bu¤ obe rovné a + b alebo obe rovné a − b. Tak £i tak musí plati´ a · b = a : b,
odkia© po úprave a(b2 − 1) = 0. Ke¤ºe a 6= 0, nutne b ∈ {1,−1}. Ale ak b = 1, tak ²tyri výsledky sú
postupne a+ 1, a− 1, a, a, £o sú pre kaºdé a aº tri rôzne hodnoty. Pre b = −1 máme výsledky a− 1,
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a+ 1, −a, −a. Dva rôzne výsledky to budú práve vtedy, ke¤ a− 1 = −a alebo a+ 1 = −a. V prvom
prípade dostávame a = 1

2 , v druhom a = −1
2 . Lucia mohla na za£iatku na tabu©u napísa´ bu¤ £ísla 1

2
a −1, alebo £ísla −1

2 a −1.

Komentár. Ak sa ²tudenti rozhodnú rie²i´ sústavy rovníc pre spomínané ²tyri prípady, je to v po-
riadku, na záver by v²ak bolo in²piratívne ukáza´ im aj rýchlej²í postup.

Úloha 6.4. [60-II-1] Na tabuli sú napísané práve tri (nie nutne rôzne) reálne £ísla. Vieme, ºe
sú£et ©ubovo©ných dvoch z nich je tam napísaný tieº. Ur£te v²etky trojice takých £ísel.

Rie²enie*. Ozna£me £ísla napísané na tabuli a, b, c. Sú£et a + b sa tieº nachádza na tabuli, je teda
rovný jednému z £ísel a, b, c. Keby a + b bolo rovné a alebo b, bola by na tabuli aspo¬ jedna nula.
Rozoberieme preto tri prípady pod©a po£tu núl napísaných na tabuli.

Ak sú na tabuli aspo¬ dve nuly, ©ahko sa presved£íme, ºe sú£et kaºdých dvoch £ísel z tabule je tam
tieº. Dostávame, ºe trojica t, 0, 0 je pre ©ubovo©né reálne £íslo t rie²ením úlohy.

Ak je na tabuli práve jedna nula, je tam trojica a, b, 0, pri£om a aj b sú nenulové £ísla. Sú£et a+ b
teda nie je rovný ani a, ani b, musí preto by´ rovný 0. Dostávame tak ¤al²iu trojicu t,−t, 0, ktorá je
rie²ením úlohy pre ©ubovo©né reálne £íslo t. Ak na tabuli nie je ani jedna nula, sú£et a+ b nie je rovný
ani a, ani b, preto a+ b = c. Z rovnakých dôvodov je b+ c = a a c+ a = b. Dostali sme sústavu troch
lineárnych rovníc s neznámymi a, b, c, ktorú môºeme vyrie²i´. Av²ak hne¤ z prvých dvoch rovníc po
dosadení vyjde b+ (a+ b) = a, £iºe b = 0. To je v spore s tým, ºe na tabuli ºiadna nula nie je.

Záver. Úlohe vyhovujú trojice t, 0, 0 a t,−t, 0 pre ©ubovo©né reálne £íslo t a ºiadne iné.

Úloha 6.5. [60-S-1] Po okruhu behajú dvaja atléti, kaºdý inou kon²tantnou rýchlos´ou. Ke¤
beºia opa£nými smermi, stretávajú sa kaºdých 10 minút, ke¤ beºia rovnakým smerom, stretávajú
sa kaºdých 40 minút. Za aký £as zabehne okruh rýchlej²í atlét?

Rie²enie*. Ozna£me rýchlosti beºcov v1 a v2 tak, ºe v1 > v2 (rýchlosti udávame v okruhoch za
minútu). Predstavme si, ºe atléti vy²tartujú z rovnakého miesta, ale opa£ným smerom. V okamihu ich
¤al²ieho stretnutia po 10 minútach bude sú£et d¨ºok oboch prebehnutých úsekov zodpoveda´ presne
d¨ºke jedného okruhu, teda 10v1 + 10v2 = 1. Ak beºia atléti z rovnakého miesta rovnakým smerom,
dôjde k ¤al²iemu stretnutiu, akonáhle rýchlej²í atlét zabehne o jeden okruh viac ako pomal²í. Preto
40v1 − 40v2 = 1. Dostali sme sústavu dvoch lineárnych rovníc s neznámymi v1, v2:

10v1 + 10v2 = 1,

40v1 − 40v2 = 1,

ktorú vyrie²ime napríklad tak, ºe k ²tvornásobku prvej rovnice pripo£ítame druhú, £ím dostaneme
80v1 = 5, £iºe v1 = 1

16 . Zaujíma nás, ako dlho trvá rýchlej²iemu beºcovi prebehnú´ jeden okruh, teda
hodnota podielu 1/v1 . Po dosadení vypo£ítanej hodnoty v1 dostaneme odpove¤: 16 minút.

Poznámka. Úlohu moºno rie²i´ aj úvahou: za 40 minút ubehnú atléti spolu 4 okruhy (to vyplýva
z prvej podmienky), pritom rýchlej²í o 1 okruh viac ako pomal²í (to vyplýva z druhej podmienky). To
teda znamená, ºe prvý za uvedenú dobu ubehne 2,5 okruhu a druhý 1,5 okruhu, takºe rýchlej²í ubehne
jeden okruh za 40/2,5 = 16 minút.

Komentár. V tomto prípade vyºaduje netriviálne úsilie správne zostavenie sústavy rovníc tak, aby
skuto£ne zodpovedala zadaniu. Jej vyrie²enie potom uº zloºité nie je. Za zmienku stojí, ºe úloha je
vhodným príkladom situácie, v ktorej si zmysluplnos´ výsledku môºeme aspo¬ pribliºne overi´ (záporné
rýchlosti, rýchlosti vä£²ie ako rýchlos´ svetla).
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Úloha 6.6. [66-I-4-N1] Ur£te v²etky dvoj£leny P (x) = ax + b, pre ktoré platí P (2) = 3 a
P (3) = 2.

Rie²enie. Z podmienok zo zadania zostavíme dve rovnice s dvomi neznámymi a a b:

P (2) = 2a+ b = 3,

P (3) = 3a+ b = 2.

Od£ítaním prvej rovnice od druhej ihne¤ dostávame a = −1, dosadením tejto hodnoty do jednej z pod-
mienok potom máme b = 5. Sústava má práve jedno rie²enie, a preto zadaniu vyhovuje jediný dvoj£len
P (x) = −x+ 5.

Úloha 6.7. [66-I-4-N2] Ur£te v²etky troj£leny P (x) = ax2 + bx+ c, pre ktoré platí P (1) = 4,
P (2) = 9 a P (3) = 18.

Rie²enie. Podobne, ako v predchádzajúcej úlohe, zostavíme z podmienok sústavu troch lineárnych
rovníc s tromi neznámymi a, b a c:

P (1) = a+ b+ c = 4,

P (2) = 4a+ 2b+ c = 9,

P (3) = 9a+ 3b+ c = 18.

Sústava má opä´ jediné rie²enie a = 2, b = −1, c = 3, a preto existuje práve jeden troj£len vyhovujúci
zadaniu: P (x) = 2x2 − x+ 3.

Komentár. Predchádzajúce dve jednoduch²ie úlohy majú prípravný charakter na nasledujúcu úlohu
a domácu prácu. �tudenti si prostredníctvom nich zopakujú metódy rie²enia sústav rovníc s viacerými
neznámymi. Tieto metódy by ²tudentom mali by´ známe zo Z�, ak v²ak zistíme, ºe ich pouºívanie nie
je aº také samozrejmé, je vhodné zaradi´ nieko©ko jednoduch²ích úloh, napr. z [KHP00].

Úloha 6.8. [66-I-4-N3] Ur£te v²etky dvoj£leny P (x) = ax+ b s celo£íselnými koe�cientmi a a
b, pre ktoré platí P (1) < P (2) a P (1)2 + P (2)2 = 5.

Rie²enie*. Ke¤ºe a a b sú pod©a zadania celé £ísla, budú celými £íslami aj hodnoty P (1) a P (2).
Preto h©adáme, akými spôsobmi sa dá £íslo 5 zapísa´ ako sú£et dvoch druhých mocnín celých £í-
sel. Ak neberieme oh©ad na poradie s£ítancov, je taký spôsob jediný: 5 = (±1)2 + (±2)2. Zárove¬
vieme, ºe P (1) < P (2), preto dvojicu (P (1), P (2)) tvoria niektoré z nasledujúcich ²tyroch moºností:
(1, 2), (−1, 2), (−2,−1), (−2, 1). Kaºdá z týchto ²tyroch dvojíc podmienok potom vedie k sústave dvoch
rovníc s dvomi neznámymi, takºe dostávame objemnej²iu variáciu prvej úlohy tohto seminára. Vyrie-
²ením systémov získame 4 vyhovujúce dvoj£leny x+ 0, 3x− 4, x− 3 a 3x− 5.

Komentár. Úloha vyuºíva takmer rovnaký princíp ako prvé dve seminárne úlohy, vyºaduje v²ak
dodato£nú analýzu plynúcu z poslednej podmienky, £o úlohe pridáva na náro£nosti. Poslednou úlohou
tejto gradovanej série je domáca práca, ktorej analýza povedie k rie²eniu nieko©kých sústav troch rovníc
s tromi neznámymi.
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Úloha 6.9. [66-I-4-D2] Koe�cienty a, b, c troj£lena P (x) = ax2+ bx+ c sú reálne £ísla, pritom
kaºdá z troch jeho hodnôt P (1), P (2) a P (3) je celým £íslom. Vyplýva z toho, ºe aj £ísla a, b, c
sú celé, alebo je nutne celé aspo¬ niektoré z nich (ktoré)?

Rie²enie*. Nevyplýva. Uváºme príklad troj£lena P (x) = 1
2x

2 + 1
2x+ 1: z vyjadrenia P (x) = 1

2x(x+
+ 1) + 1 vyplýva, ºe P (x) je celým £íslom pre kaºdé celé x, pretoºe sú£in x(x + 1) je vtedy de-
lite©ný dvoma. Vo v²eobecnej situácii je iba koe�cient c nutne celé £íslo; vyplýva to z vyjadrenia
c = P (0) = 3P (1)− 3P (2) + P (3).

Komentár. Úloha je zaujímavá tým, ºe cesta k rie²eniu je tentoraz menej priamo£iara a ²tudenti
pravdepodobne prídu na viac rôznych príkladov mnoho£lenov s necelo£íselnými koe�cientami, ktoré
dané podmienky sp¨¬ajú. Zaujímavá bude tieº pravdepodobne diskusia nad zdôvodnením, ktoré z ko-
e�cientov nutne celo£íselné by´ musia.

Úloha 6.10. [59-S-3] Nájdite v²etky dvojice nezáporných celých £ísel a, b, pre ktoré platí

a2 + b+ 2 = a+ b2.

Rie²enie*. Rovnicu prepí²eme na tvar 2 = (b2−a2)− (b−a), z ktorého po vyuºití vz´ahu pre rozdiel
²tvorcov a následnom vy¬atí výrazu b−a dostaneme 2 = (b−a)(a+b−1). Ke¤ºe 2 je prvo£íslo, máme
pre uvedený sú£in nasledujúce ²tyri moºnosti:

a) b− a = 1 a a+ b− 1 = 2, potom a = 1 a b = 2.

b) b− a = 2 a a+ b− 1 = 1, potom a = 0 a b = 2.

c) b−a = −1 a a+b−1 = −2. Druhú rovnicu moºno prepísa´ na tvar a+b = −1, z ktorého vidíme,
ºe rovnos´ nenastane pre ºiadnu dvojicu nezáporných celých £ísel.

d) b−a = −2 a a+b−1 = −1. Druhú rovnicu moºno prepísa´ na tvar a+b = 0, z ktorého vidíme, ºe
vyhovuje jediná dvojica nezáporných celých £ísel a = b = 0, ktorá v²ak nevyhovuje prvej rovnici.

Záver. Úloha má dve rie²enia: Bu¤ a = 1 a b = 2, alebo a = 0 a b = 2.
Poznámka. Namiesto rozboru ²tyroch moºností môºeme za£a´ úvahou, ºe nulové £ísla a, b nie sú

rie²ením úlohy, takºe a+ b− 1 = 0, a teda aj b− a = 0. Sta£í teda uvaºova´ iba moºnosti a) a b).

Iné rie²enie*. Rovnicu upravíme na tvar 2 = (b2− b)− (a2− a), resp. na tvar 2 = b(b− 1)− a(a− 1).
Z nasledujúcej tabu©ky a tvaru £ísel x2−x = x(x−1) je zrejmé, ºe rozdiely medzi susednými hodnotami
výrazov x(x−1) rastú s rastúcim x (©ahko sa o tom presved£íme výpo£tom: (x+1)x−x(x−1) = 2x).

x 0 1 2 3 4 5 . . .
x(x− 1) 0 0 2 6 12 20 . . .

Môºe teda plati´ iba b2 − b = 2 a a2 − a = 0. Odtia© a ∈ {0, 1} a b = 2. Rie²ením úlohy sú teda dve
dvojice nezáporných celých £ísel: a = 0, b = 2 a a = 1, b = 2.

Komentár. Úloha je (okrem iného) zaujímavá tým, ºe poskytuje priestor na rôznorodé prístupy k rie-
²eniu a môºe by´ dobrým podnetom na vzájomné vysvet©ovanie rie²ení medzi ²tudentmi. K©ú£ovým
prvkom rie²enia je úprava rovnice na vhodný tvar � na tomto mieste je ²tudentom vhodné pripome-
nú´, ºe zru£nos´ a dôvtip pri manipulácii s algebraickými výrazmi nájdu uplatenie v ²irokom spektre
problémov, nielen na prvom seminárnom stretnutí, ktoré na túto problematiku bolo zamerané.
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Domáca práca

Úloha 6.11. [66-I-4] Nájdite v²etky troj£leny P (x) = ax2+bx+c s celo£íselnými koe�cientami
a, b, c, pre ktoré platí P (1) < P (2) < P (3) a zárove¬

(P (1))2 + (P (2))2 + (P (3))2 = 22.

Rie²enie*. Ke¤ºe a, b, c sú pod©a zadania celé £ísla, sú také aj hodnoty P (1), P (2) a P (3). Ich druhé
mocniny, £iºe £ísla P (1)2, P (2)2 a P (3)2, sú preto druhými mocninami celých £ísel, teda tri (nie nutne
rôzne) £ísla z mnoºiny {0, 1, 4, 9, 16, 25, ...}. Ich sú£et je pod©a zadania rovný 22, takºe kaºdý z troch
s£ítancov je men²í ako ²ieste moºné £íslo 25. Akými spôsobmi moºno vôbec zostavi´ sú£et 22 z troch
£ísel vybraných z mnoºiny {0, 1, 4, 9, 16}? Systematickým rozborom rýchlo zistíme, ºe rozklad £ísla
22 na sú£et troch druhých mocnín je (aº na poradie s£ítancov) iba jeden, a to 22 = 4 + 9 + 9. Dve
z £ísel P (1), P (2) a P (3) majú teda absolútnu hodnotu 3 a tretie 2, a ke¤ºe P (1) < P (2) < P (3),
musí nutne plati´ P (1) = −3, P (3) = 3 a P (2) ∈ {−2, 2}. Pre kaºdú z oboch vyhovujúcich trojíc
(P (1), P (2), P (3)) = (−3,−2, 3) a (P (1), P (2), P (3)) = (−3, 2, 3) ur£íme koe�cienty a, b, c príslu²ného
troj£lena P (x) tak, ºe nájdené hodnoty dosadíme do pravých strán rovníc

a+ b+ c = P (1),

4a+ 2b+ c = P (2),

9a+ 3b+ c = P (3)

a výslednú sústavu troch rovníc s neznámymi a, b, c vyrie²ime. Tento jednoduchý výpo£et tu vyne-
cháme, v oboch prípadoch vyjdú celo£íselné trojice (a, b, c), ktoré zapí²eme rovno ako koe�cienty troj-
£lenov, ktoré sú jedinými dvoma rie²eniami danej úlohy:

P1(x) = 2x2 − 5x a P2(x) = −2x2 + 11x− 12.

Úloha 6.12. [62-II-3] Nájdite v²etky dvojice celých kladných £ísel a a b, pre ktoré je £íslo
a2 + b o 62 vä£²ie ako £íslo b2 + a.

Rie²enie*. Zadanie zapí²eme rovnos´ou, ktorej pravú stranu rovno upravíme na sú£in:

62 = (a2 + b)− (b2 + a) = (a2 − b2)− (a− b) = (a− b)(a+ b− 1).

Sú£in celých £ísel u = a − b a v = a + b − 1 je teda rovný sú£inu dvoch prvo£ísel 2 · 31. Ke¤ºe
v ≥ 1+ 1− 1 = 1, je nutne aj £íslo u kladné a zrejme u < v, takºe (u, v) je jedna z dvojíc (1, 62) alebo
(2, 31). Ak vyjadríme naopak a, b pomocou u, v, dostaneme

a =
u+ v + 1

2
a b =

v − u+ 1

2
.

Pre (u, v) = (1, 62) tak dostávame rie²enie (a, b) = (32, 31), dvojici (u, v) = (2, 31) zodpovedá druhé
rie²enie (a, b) = (17, 15). Iné rie²enia úloha nemá.

Komentár. Úloha je ve©mi podobná tej, ktorou sme sa zaoberali na stretnutí, slúºi tak na overe-
nie toho, £i si ²tudenti princíp rie²enia osvojili. Zárove¬ ale zadanie nie je zapísané priamo rovnos´ou,
takºe úloha precvi£í aj schopnos´ transformova´ slovný text na matematický zápis.

Úloha 6.13. [60-I-1-D1] Nech n je prirodzené £íslo vä£²ie ako 2. Máme n £ísel so sú£tom n,
pri£om kaºdé z nich je aritmetickým priemerom ostatných £ísel. Aké sú to £ísla?

Rie²enie*. Usporiadajme si na²e £ísla pod©a ve©kosti, nech x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn. Aritmetický priemer
skupiny £ísel je aspo¬ taký, ako najmen²ie z nich. Aritmetický priemer £ísel x2, x3, . . . , xn je preto
aspo¬ x2, a je rovný x1 len v prípade, ºe ºiadne z £ísel x3, . . . , xn nie je vä£²ie ako x2. Z toho hne¤
dostávame, ºe v²etky na²e £ísla musia by´ rovnaké a teda rovné 1.
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