Seminar 6: Algebraické vyrazy, rovnice a nerovnosti III — linedrne rov-
nice a sustavy linearnych rovnic

Ciele

Upevnit poznatky o rieSenf linedrnych rovnic a ststav linedrnych rovnic.

Uvodny komentar

Semindrne stretnutie je zamerané na pracu s rovnicami a tlohami, ktoré na rovnice, prip. ststavy rovnic
vedu. Ide o jedno z dvoch stretnuti (dal§im je Seminar 19), v tejto chvili sa zameriame na jednoduchsie
(priamociarejsie) ulohy, v pokraovani sa potom budeme zaoberat zlozitej$imi rovnicami a stistavami.

Ulohy a rieSenia

Uloha 6.1. [60-1-1-N1] Mame tri &sla so suétom 2010, pricom kazdé z nich je aritmetickym
priemerom zvySnych dvoch. Aké su to ¢isla?

RieZenie. Oznac¢me hladané &isla a, b a c¢. Podla zadania plati
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RieSenim sistavy dostdvame a = b = ¢ a z podmienky a + b + ¢ = 2010 potom jediné rieSenie tlohy
a=0b=c=670.

Uloha 6.2. [60-1-1-N2] Mame tri ¢isla, o ktorych vieme, 7e kazdé z nich je aritmetickym
priemerom niektorych dvoch z naSich troch éisel. Dokazte, Ze naSe tri ¢isla su rovnaké.

RieSenie*. Predpokladajme, Ze niektoré z nagich ¢isel je priemerom seba a iného z nasich ¢isel. Potom

ich vieme oznaéit a, b, ¢ tak, 7e a = (a+b)/2. Z tejto rovnosti vyplyva a = b. Cislo ¢ je bud priemerom
¢isel a a b, z ¢oho hned mame, Ze je tymto ¢islam rovné, alebo je priemerom seba a niektorého z ¢isel
a,b, ¢ize ¢ = (¢ + a)/2, z toho opét dostaneme ¢ = a = b. Ak kazdé z nasich ¢isel je aritmetickym
priemerom zvy$nych dvoch, rie§ime predosli tlohu.

Uloha 6.3. [60-I-1] Lucia napisala na tabulu dve nenulové &sla. Potom medzi ne postupne
vkladala znamienka plus, minus, krat a delené a vSetky 8tyri priklady spravne vypocitala. Medzi
vysledkami boli iba dve rozne hodnoty. Aké dve ¢isla mohla Lucia na tabulu napisat?

Riegenie*. Oznafme hladané &isla a,b. Kedze b # 0 nutne a + b # a — b. Kazdé z &sel a - b,a : b
je rovné bud a + b, alebo a — b. Stadi teda rozobrat tyri pripady a v kazdom z nich vyriegit sustavu
rovnic. Ukazeme si v8ak rychlejsi postup. Ak by platilo

a+b=a-baa—b=a:b alebo a+b=a:baa—b=a-b,

vynasobenim rovnosti by sme v oboch pripadoch dostali a®> — b*> = a? , o je v spore s b # 0. Preto
st ¢isla a - b a a : b bud obe rovné a + b alebo obe rovné a — b. Tak ¢i tak musi platit a-b = a : b,
odkial po tprave a(b?> — 1) = 0. Kedze a # 0, nutne b € {1, —1}. Ale ak b = 1, tak Styri vysledky st

postupne a + 1, a — 1, a, a, ¢o st pre kazdé a az tri rézne hodnoty. Pre b = —1 méame vysledky a — 1,



a+ 1, —a, —a. Dva rozne vysledky to buda prave vtedy, ked a — 1 = —a alebo a + 1 = —a. V prvom
pripade dostavame a = %, v druhom a = —%. Lucia mohla na zaciatku na tabulu napisat bud cisla %
a —1, alebo ¢isla —% a —1.

Komentar. Ak sa Studenti rozhodni riesit ststavy rovnic pre spominané styri pripady, je to v po-

riadku, na zaver by v8ak bolo inSpirativne ukizat im aj rychlejsi postup.

Uloha 6.4. [60-1I-1] Na tabuli s napisané prave tri (nie nutne rozne) realne ¢isla. Vieme, e
stcet Tubovolnych dvoch z nich je tam napisany tiez. Urcte vSetky trojice takych ¢isel.

RieSenie*. Oznacme ¢isla napisané na tabuli a, b, c. Stucet a + b sa tiez nachadza na tabuli, je teda
rovay jednému z &isel a, b, c. Keby a + b bolo rovné a alebo b, bola by na tabuli asponi jedna nula.
Rozoberieme preto tri pripady podla poc¢tu nal napisanych na tabuli.

Ak st na tabuli aspon dve nuly, [ahko sa presved¢ime, Ze sucet kazdych dvoch ¢isel z tabule je tam
tiez. Dostavame, Ze trojica t,0,0 je pre Tubovolné realne ¢islo ¢ rieSenim tlohy.

Ak je na tabuli prave jedna nula, je tam trojica a, b,0, priCom a aj b st nenulové &isla. Sucet a + b
teda nie je rovny ani a, ani b, musi preto byt rovny 0. Dostavame tak d'alsiu trojicu ¢, —t,0, ktora je
rieenim ulohy pre Tubovolné realne ¢islo t. Ak na tabuli nie je ani jedna nula, stcet a + b nie je rovny
ani a, ani b, preto a + b = c¢. Z rovnakych dévodov je b+ c = a a ¢+ a = b. Dostali sme ststavu troch
linearnych rovnic s neznamymi a, b, ¢, ktori mézeme vyriesit. AvSak hned z prvych dvoch rovnic po
dosadeni vyjde b+ (a + b) = a, ¢ize b = 0. To je v spore s tym, Ze na tabuli ziadna nula nie je.

Zdver. Ulohe vyhovuju trojice t,0,0 a t, —t, 0 pre l'ubovolné realne ¢islo t a ziadne iné.

Uloha 6.5. [60-S-1] Po okruhu behaji dvaja atléti, kazdy inou kontantnou rychlostou. Ked
bezia opatnymi smermi, stretavaju sa kazdych 10 minat, ked bezia rovnakym smerom, stretavaji
sa kazdych 40 minut. Za aky ¢as zabehne okruh rychlejsi atlét?

RieSenie*. Oznac¢me rychlosti bezcov v1 a ve tak, ze v; > v9 (rychlosti udavame v okruhoch za
minutu). Predstavme si, ze atléti vyStartuji z rovnakého miesta, ale opanym smerom. V okamihu ich
dalsicho stretnutia po 10 mintatach bude sucet dizok oboch prebehnutych tsekov zodpovedat presne
dlzke jedného okruhu, teda 10v; + 10vy = 1. Ak beZia atléti z rovnakého miesta rovnakym smerom,
dojde k dalsiemu stretnutiu, akonéhle rychlejsi atlét zabehne o jeden okruh viac ako pomalsi. Preto
40v; — 40v2 = 1. Dostali sme ststavu dvoch linedrnych rovnic s nezndmymi vy, va:

10v1 + 10vy =1,
40v; — 40v2 =1,

ktord vyrieSime napriklad tak, ze k Stvorndsobku prvej rovnice pripoéitame druht, ¢im dostaneme
80v; = 5, ¢ize v = 1—16. Zaujima nés, ako dlho trva rychlejSiemu bezcovi prebehnit jeden okruh, teda
hodnota podielu 1/v; . Po dosadeni vypocitanej hodnoty v; dostaneme odpoved: 16 minut.

Pozndmka. Ulohu mozno riegit aj tvahou: za 40 mintat ubehnu atléti spolu 4 okruhy (to vyplyva
z prvej podmienky), pritom rychlejsi o 1 okruh viac ako pomalsi (to vyplyva z druhej podmienky). To
teda znamené, Ze prvy za uvedent dobu ubehne 2,5 okruhu a druhy 1,5 okruhu, takze rychlejsf ubehne
jeden okruh za 40/2,5 = 16 mintt.

Komentar. V tomto pripade vyzaduje netrividlne usilie spravne zostavenie sastavy rovnic tak, aby
skutocne zodpovedala zadaniu. Jej vyrieSenie potom uz zlozité nie je. Za zmienku stoji, ze tloha je
vhodnym prikladom situacie, v ktorej si zmysluplnost vysledku mézeme aspon priblizne overit (zdporné
rychlosti, rychlosti vacsie ako rychlost svetla).



Uloha 6.6. [66-1-4-N1] Uré¢te vietky dvojcleny P(x) = ax + b, pre ktoré plati P(2) = 3 a
P = %o

RieSenie. Z podmienok zo zadania zostavime dve rovnice s dvomi neznamymi a a b:

P(2) =2a+b=3,
P(3)=3a+b=2.

Od¢itanim prvej rovnice od druhej ihned dostavame a = —1, dosadenim tejto hodnoty do jednej z pod-
mienok potom mame b = 5. Siistava m4 préave jedno rieSenie, a preto zadaniu vyhovuje jediny dvojclen
P(z) = -z +5.

Uloha 6.7. [66-1-4-N2| Urcte vietky trojcleny P(z) = az? 4 bz + ¢, pre ktoré plati P(1) = 4,
P(2)=9a P(3) = 18

RieSenie. Podobne, ako v predchidzajucej tlohe, zostavime z podmienok ststavu troch linedrnych
rovnic s tromi neznadmymi a, b a c:

P(l)=a+b+c=4,
P(2)=4a+2b+c=09,
P(3)=9a+3b+c=18.

Stustava ma opat jediné rieSenie a = 2,b = —1, ¢ = 3, a preto existuje prave jeden troj¢len vyhovujici
zadaniu: P(z) = 22% — x + 3.

Komentar. Predchadzajuce dve jednoduchsie tlohy maji pripravny charakter na nasledujicu tlohu
a domacu pracu. Studenti si prostrednictvom nich zopakuji metédy rieSenia stistav rovnic s viacerymi
nezndmymi. Tieto met6dy by Studentom mali byt zndme zo Zg, ak v8ak zistime, Ze ich pouZzivanie nie
je az takeé samozrejmé, je vhodné zaradit niekolko jednoduchsich uloh, napr. z [KHPO0O].

Uloha 6.8. [66-1-4-N3| Urcte vSetky dvojéleny P(x) = ax + b s celoiselnymi koeficientmi a a
b, pre ktoré plati P(1) < P(2) a P(1)? + P(2)? = 5.

RieSenie*. Kedze a a b su podla zadania celé ¢isla, budu celymi ¢islami aj hodnoty P(1) a P(2).
Preto hladame, akymi spoésobmi sa da ¢&islo 5 zapisat ako siucet dvoch druhych mocnin celych ¢i-
sel. Ak neberieme ohlad na poradie s¢itancov, je taky sposob jediny: 5 = (£1)% + (£2)2. Zaroveir
vieme, ze P(1) < P(2), preto dvojicu (P(1), P(2)) tvoria niektoré z nasledujucich §tyroch moznosti:
(1,2),(-1,2),(—-2,-1),(—2,1). Kazda z tychto styroch dvojic podmienok potom vedie k siistave dvoch
rovnic s dvomi nezndmymi, takZze dostdvame objemnejsiu varidciu prvej ulohy tohto seminara. Vyrie-
Senim systémov ziskame 4 vyhovujtce dvoj¢leny x 4+ 0, 3x — 4, x — 3 a 3z — 5.

Komentar. Uloha vyuziva takmer rovnaky princip ako prvé dve seminarne tlohy, vyzaduje vsak
dodato¢nu analyzu plynucu z poslednej podmienky, ¢o tlohe priddva na naro¢nosti. Poslednou tlohou
tejto gradovanej série je domaca praca, ktorej analyza povedie k rieeniu niekol'kych ststav troch rovnic
s tromi neznamymi.



Uloha 6.9. [66-1-4-D2] Koeficienty a, b, ¢ trojélena P(x) = az? + bx + ¢ st realne ¢isla, pritom
kazda z troch jeho hodnét P(1), P(2) a P(3) je celym &islom. Vyplyva z toho, Ze aj ¢isla a, b, ¢
st celé, alebo je nutne celé aspoi niektoré z nich (ktoré)?

RieSenie*. Nevyplyva. Uvazme priklad trojclena P(z) = %xz + %m + 1: z vyjadrenia P(z) = %x(x +
+ 1) + 1 vyplyva, ze P(x) je celym ¢islom pre kazdé celé x, pretoze suéin x(z + 1) je vtedy de-
liteIny dvoma. Vo vSeobecnej situacii je iba koeficient ¢ nutne celé &slo; vyplyva to z vyjadrenia
c=P(0)=3P(1) — 3P(2) + P(3).

Komentar. Uloha je zaujimava tym, Ze cesta k rieSeniu je tentoraz menej priamodciara a Studenti
pravdepodobne pridu na viac réznych prikladov mnohoclenov s necelo¢iselnymi koeficientami, ktoré
dané podmienky splhaju. Zaujimava bude tie# pravdepodobne diskusia nad zdévodnenim, ktoré z ko-
eficientov nutne celo¢iselné byt musia.

Uloha 6.10. [59-S-3] Néjdite vietky dvojice nezapornych celych ¢isel a, b, pre ktoré plati
a? +b+2=a+b%

RieSenie*. Rovnicu prepiSeme na tvar 2 = (b? — a?) — (b—a), 7 ktorého po vyuziti vztahu pre rozdiel
Stvorcov a néaslednom vynati vyrazu b —a dostaneme 2 = (b—a)(a+b—1). KedZe 2 je prvocislo, mame
pre uvedeny sicin nasledujtce §tyri moznosti:

a) b—a=laa+b—1=2,potoma=1ab=2.
b)b—a=2aa+b—1=1,potoma=0ab=2.

c) b—a=—-1laa+b—1= —2. Druht rovnicu mozno prepisat na tvar a+b = —1, z ktorého vidime,
7e rovnost nenastane pre ziadnu dvojicu nezapornych celych &isel.

d) b—a=—-2aa+b—1= —1. Druhu rovnicu mozno prepisat na tvar a+b = 0, z ktorého vidime, ze
vyhovuje jedind dvojica nezdpornych celych ¢isel a = b = 0, ktora vSak nevyhovuje prvej rovnici.

Zdver. Uloha mé dve riefenia: Bud a=1ab=2,aleboa=0ab=2.

Pozndmka. Namiesto rozboru $tyroch moznosti mézeme zacat tivahou, ze nulové ¢&isla a,b nie si
rieSenim ulohy, takze a +b—1 =0, a teda aj b — a = 0. Staci teda uvazovat iba moznosti a) a b).
Iné rieSenie*. Rovnicu upravime na tvar 2 = (b> —b) — (a? —a), resp. na tvar 2 = b(b—1) —a(a —1).
Z nasledujticej tabulky a tvaru ¢isel 22 —x = z(z—1) je zrejmé, ze rozdiely medzi susednymi hodnotami
vyrazov x(x — 1) rastu s rastiucim z (lahko sa o tom presved¢ime vypo¢tom: (x+ 1)z —z(x —1) = 2x).

z |0]1]2]|3|4]5
x(x—=1) 0[]0 ]2|6|12]20

Moze teda platit iba b — b = 2 a a® —a = 0. Odtial a € {0,1} a b = 2. Riefenim tlohy st teda dve
dvojice nezdpornych celych ¢isel: a =0,b=2aa=1,b= 2.

Komentar. Uloha je (okrem iného) zaujimava tym, ze poskytuje priestor na roznorodé pristupy k rie-
geniu a moze byt dobrym podnetom na vzajomné vysvetlovanie rieeni medzi §tudentmi. Kla¢ovym
prvkom rieSenia je Gprava rovnice na vhodny tvar — na tomto mieste je §tudentom vhodné pripome-
nut, Ze zrucnost a dévtip pri manipulécii s algebraickymi vyrazmi najdu uplatenie v Sirokom spektre
problémov, nielen na prvom semindrnom stretnuti, ktoré na tito problematiku bolo zamerané.



Domaca praca

Uloha 6.11. [66-1-4] Najdite vetky trojéleny P(x) = ax?+bx+c s celotiselnymi koeficientami
a, b, c, pre ktoré plati P(1) < P(2) < P(3) a zarovei

(P(1)* + (P(2))* + (P(3))” = 22.

RieSenie*. Kedze a, b, c st podla zadania celé ¢isla, su také aj hodnoty P(1), P(2) a P(3). Ich druhé

mocniny, ¢ize ¢isla P(1)2, P(2)? a P(3)?, st preto druhymi mocninami celych &isel, teda tri (nie nutne
rozne) ¢isla z mnoziny {0, 1,4,9,16,25,...}. Ich sacet je podla zadania rovny 22, takze kazdy z troch
sCitancov je mens$i ako Sieste mozné ¢islo 25. Akymi sposobmi mozno vobec zostavit sucet 22 z troch
¢isel vybranych z mnoziny {0,1,4,9,16}7 Systematickym rozborom rychlo zistime, 7e rozklad ¢isla
22 na sucet troch druhych mocnin je (az na poradie s¢itancov) iba jeden, a to 22 = 4 + 9 4+ 9. Dve
z ¢isel P(1),P(2) a P(3) maji teda absolutnu hodnotu 3 a tretie 2, a kedze P(1) < P(2) < P(3),
mus{ nutne platit P(1) = -3, P(3) = 3 a P(2) € {—2,2}. Pre kazdu z oboch vyhovujucich trojic
(P(1),P(2),P(3)) = (-3,-2,3) a (P(1),P(2), P(3)) = (—3,2,3) urc¢ime koeficienty a, b, ¢ prislusného
trojélena P(x) tak, ze néjdené hodnoty dosadime do pravych stran rovnic

a+b+c=P(1),
4da +2b+c= P(2),
9a+3b+ c= P(3)

a vyslednd sdstavu troch rovnic s nezndmymi a, b, c vyrieSsime. Tento jednoduchy vypocet tu vyne-
chame, v oboch pripadoch vyjdu celoiselné trojice (a, b, ¢), ktoré zapiSeme rovno ako koeficienty troj-
¢lenov, ktoré st jedinymi dvoma rieSeniami danej Glohy:

Pi(z)=22*-5x a Py(z)=—22%4+ 11z — 12.

Uloha 6.12. [62-1I-3] Najdite vSetky dvojice celych kladnych ¢isel a a b, pre ktoré je &islo
a® + b o 62 vicsie ako ¢islo b2 + a.

RieSenie*. Zadanie zapiSeme rovnostou, ktorej pravi stranu rovno upravime na saéin:
62 = (a®>+b) — (0*+a)=(a*—b*) —(a—Db) = (a—b)(a+b—1).

Sucin celych éisel u = a — b a v = a+b—1 je teda rovny siaéinu dvoch prvocisel 2 - 31. Kedze
v>14+1—1=1, je nutne aj ¢islo u kladné a zrejme u < v, takze (u,v) je jedna z dvojic (1,62) alebo
(2,31). Ak vyjadrime naopak a,b pomocou u, v, dostaneme

a_u—H)—i—l . b_v—u+1
2 2
Pre (u,v) = (1,62) tak dostavame rieSenie (a,b) = (32,31), dvojici (u,v) = (2,31) zodpoveda druhé

riesenie (a,b) = (17,15). Iné rieSenia tloha nema.

Komentar. Uloha je velmi podobna tej, ktorou sme sa zaoberali na stretnuti, sluzi tak na overe-
nie toho, ¢i si tudenti princip rieSenia osvojili. Zaroven ale zadanie nie je zapisané priamo rovnostou,
takZze tloha precvi¢i aj schopnost transformovat slovny text na matematicky zéapis.

Uloha 6.13. [60-1-1-D1] Nech n je prirodzené &slo vicsie ako 2. Mame n &sel so suctom 7,
pricom kazdé z nich je aritmetickym priemerom ostatnych ¢isel. Aké su to ¢isla?

Riesenie*. Usporiadajme si nase ¢isla podla velkosti, nech z1 < 29 < ... < x,. Aritmeticky priemer
skupiny Cisel je aspon taky, ako najmenSie z nich. Aritmeticky priemer ¢isel xs,z3,...,x, je preto
aspoil x2, a je rovny x1 len v pripade, ze ziadne z &isel z3, ..., z, nie je vaiie ako x9. Z toho hned
dostavame, ze vSetky nage Cisla musia byt rovnaké a teda rovné 1.
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