Seminar 7: Teoéria ¢isel I — tllohy o delitel'nosti

Ciele

Zopakovat zakladné poznatky o delitelnosti prirodzenych ¢isel a precvicit metdédy dokazovania delitel-
nosti danym ¢islom

Uvodny komentar

KedZe ide o prvé stretnutie zo série seminarov zameranych na elementérnu tedriu &isel, je potrebné so
Studentmi zopakovat zdkladné znalosti, ktoré by mali mat zo zékladnej Skoly (volne spracované podla
|kubat200]):

> chapat rozdiel medzi ¢islom a cifrou,

> pouzivat rozvinuty a skrateny zapis ¢isla v desiatkovej sustave,

> rozumiet pojmom prvocislo a zlozené &islo,

> vediet urdit najmensi spoloény nasobok a najvacsi spoloény delitel danych dvoch celych ¢isel,
> poznat pravidla delitelnosti ¢islami 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10.

Studenti by mali byt schopni zdovodnif vietky pravidla delitelnosti. Ak si ich nepaméitaja, moze byt
tato tloha vhodnou rozcvickou pred rieSenim pripravenych problémov.

Takisto je vhodné zjednotit znacéenie, ktoré budeme pouzivat. Fakt, Ze celé &islo a deli celé éislo b
budeme zapisovat v tvare a | b . V tomto texte tiez oznatujeme (a,b) najvicsi spolo¢ny delitel ¢isel a
a b a [a,b] ich najmensi spolo¢ny nasobok.

Pripomenieme este, Ze ak pre prirodzené ¢isla a, b, ¢ plati a | (b-¢) a zaroven (a,b) = 1, musi nutne
a | c. Toto tvrdenie budeme v priebehu seminarov vyuzivat asto, je preto dolezité, aby ho $tudenti
vzali za svoje. Vyzbrojeni vietkymi spomenutymi znalostami sa mézeme pustit do rieSenia tloh.

Ulohy a rieSenia

Uloha 7.1. [ [Hol10], tiloha 38, str. 115] Nech N je piftciferné kladné &islo také, ze N = a679b.
Ak je N delitelné 72, uréte prva cifru a a poslednu cifru b.

Riesenie*. Ked7ze je ¢islo N delitelné 72 = 8 - 9, musi byt stucasne delitelné 6smimi aj deviatimi.
7Z pravidla pre delitelnost 6smimi vyplyva, Ze ¢islo 79b musi byt nasobkom 6smich a teda b = 2. Pra-
vidlo pre delitelnost deviatimi diktuje, Ze ciferny sacet hladaného ¢isla a+6+7+9+2 =a+ 24 je
nasobkom deviatich, dostavame tak a = 3. Hfadanym ¢islom je N = 36792.

Komentar. Uloha nie je naro¢na a je zaradenéd ako zahrievacie cvi¢enie a ukézka prace s delitel-
nostou zlozenym &islom.

Uloha 7.2. [66-1-2-N1] Dokazte, Ze v nekonecnom rade ¢isel
1-2-3,2-3-4,3-4-54.5-6, ...,
je ¢islo prvé delitelom vsetkych &isel dalgich.
RieSenie. Prvé ¢islo v nekone¢nom rade je &islo 6. Dokazujeme tak, ze vSetky vyrazy tvaru n(n +
+ 1)(n + 2), kde n > 2 je prirodzené &islo, st delitelné Siestimi. To ale zjavne plati, kedZze z troch po

sebe iducich ¢isel je vidy prave jedno delitelné tromi a minimaélne jedno z nich je tiez parne. Delitelnost
dvomi a tromi zaroveii nam tak zarudci delitelnost Siestimi a pozadované tvrdenie je dokazané.



Komentar. Tato jednoduché tloha zoznami ziakov s poznatkom ¢asto vyuzivanym v tilohach zamera-
nych na dokazovanie delitelnosti ¢islom, ktoré je nasobkom troch: z troch po sebe idacich prirodzenych
¢isel je vzdy prave jedno delitelné tromi.

Uloha 7.3. [63-1-5-N1] Dokaste, ze pre kazdé prirodzené n je ¢islo n® 4 2n delitelné tromi.

RieSenie. Kazdé prirodzené &islo n je tvaru n = 3k, n = 3k 4+ 1 alebo n = 3k + 2, kde k je prirodzené
¢islo alebo 0. Dokazované tvrdenie overime pre kazdu z tychto moznosti zvIast.

a) n = 3k: n® + 2n = (3k)3 4+ 2 - 3k = 27k> 4 6k = 3k(9k% + 2), tvrdenie plati.

b)n=3k+1:n®>+2n = (Bk+1)2+2(3k+1) = (27k3 +27k> + 9k + 1) + (6k +2) = 27k> +27k% +
+ 15k + 3 = 3(9k3 + 9k% + 5k + 1), tvrdenie plati.

c)n=3k+2:n3+2n = 3k +2)3 4+ 2(3k +2) = (27k> + 54k% + 36k + 8) + (6k 4 4) = 27k3 +
+ 54k? + 42k + 12 = 3(9k> + 18k2 + 14k + 4), a preto 3 | n® + 2n aj v tomto pripade.

Iné riesenie. MoZzeme sa inSpirovat predchidzajicou tlohou a opét vyuzit poznatok, Ze stdin troch
po sebe idicich ¢isel je vzdy delitelny tromi. Cislo n® 4+ 2n mézeme napisat ako n® — n + 3n. Cislo
n® — n je delitelné tromi pre kazdé prirodzené n, kedze ide o su¢in troch po sebe iducich &fsel:

nd—n=nn?>-1)=nn—1)(n+1).3]|3n apreto aj 3| n® + 2n.

Komentar. Uloha zoznamuje §tudentov s d'alsim moznym postupom pri dokazovani delitelnosti vyrazu
danym prirodzenym Cislom m: rozdelenie na m moznosti podla zvysku po deleni ¢islom m a dokézanie
tvrdenia pre kazda z tychto moznosti zvlagt. Je vhodné diskutovat so Studentmi o vyhodnosti tejto
metody pre (ne)velké m.

V druhom pristupe k rie§eniu sme vyuZili to, ze sme ¢islo 2n zapisali v na prvy pohlad zlozitejsom
tvare —n + 2n, ¢o nam v8ak v konetnom dosledku pomohlo dlohu elegantne vyriesit. Tato myslienka
najde uplatnenie aj v inych alohach (o.1. aj v tlohe 7.10), preto ak s fiou §tudenti nepridu sami, je
vhodné na fiu upozornit.

Ulohu je mozné dokazaf pouzitim matematickej indukcie, aviak ta nie je §tandardnou napliou
osnov nematematickych gymndzi{, preto sme toto rieSenie nezvolili ako vzorové. Ak sa vSak studenti
s dékazom pouzitim indukcie stretli, je vhodné s nimi rozobrat aj tento spdsob rieSenia.

Uloha 7.4. [63-1-5-N2] Dokazte, ze pre kazdé neparne ¢islo n je &slo n? — 1 delitelné 6smimi.

RieSenie. Vyraz n? — 1 upravime na stéin (n — 1)(n + 1). To je stéin dvoch po sebe iducich parnych
¢isel, kedZe n je neparne. Preto prave jedno z ¢isel n — 1 a n + 1 je delitelné 4 a druhé z nich je
neparnym nasobkom ¢isla 2. Celkovo je teda sucin (n — 1)(n + 1) delitelny 6smimi.

Komentar. Posledna uloha zo série jednoduchych dokazov delitelnosti vyuziva podobni myslienku
ako tloha 7.2, navyse viak vyzaduje upravenie vyrazu n? — 1 do vhodného tvaru. Nasledna diskusia
o rieSeni je uz jednoduché.

Uloha 7.5. [63-1-5-N3+63-1-5-N4, resp. 55-1-1]
a) Dokazte, ze pre vietky celé kladné &isla m je rozdiel m8 — m? delitelny Sestdesiatimi.
b) Urcte vietky kladné celé &isla m, pre ktoré je rozdiel m® — m? delitelny ¢islom 120.

Riesenie*. a) Cislo n = m8 —m?2 = m2(m2 —1)(m?+1) je vidy delitelné styrmi, pretoze pri parnom

m je m? delitelné dtyrmi a pri neparnom m si &sla m? — 1, m? + 1 obe parne, jedno z nich je dokonca



delitelné styrmi a ich sacin je teda delitelny 6smimi. Z troch po sebe iducich prirodzenych ¢isel m? —1,
m?, m? + 1 je prave jedno delitelné tromi, a preto je aj ¢islo n deliteIné tromi. Ak je m delitelné
piatimi, je m? delitelné piatimi, dokonca dvadsiatimi piatimi. V opaénom pripade je m tvaru 5k + r,
kde r je rovné niektorému z ¢isel 1, 2, 3, 4 a k je prirodzené alebo 0. Potom m? = 25k% 4 10kr + 2
a 72 sa rovna niektorému z &sel 1, 4, 9, 16. V prvom a v poslednom pripade je &islo m? — 1 delitelné
piatimi, v ostatnych dvoch pripadoch je ¢islo m? + 1 delitelné piatimi. Teda éislo n je vzdy delitelné

nesudelitelnymi ¢islami 4, 3 a 5, a teda aj ich sacinom 60.

b) Uz sme ukézali, ze v pripade neparneho m je saéin (m? — 1)(m? + 1) delitelny 6smimi a &islo
n =mS% —m? je teda delitelné ¢islom 120 = 8- 3 - 5. Ak je viak ¢islo m parne, st ¢isla m? — 1, m? + 1
neparne, ziadne nie je delitelné dvoma. Cislo n je potom delitelné 6smimi iba v pripade, ze m? je
delitelné 6smimi, teda m je delitelné styrmi. Cislo n je potom delitelné Sestndstimi, tromi a piatimi,
a preto dokonca &islom 240.

Zaver. Nase vysledky mézeme zhrnit. Cislon=m

m je neparne alebo delitelné styrmi.

6 —m? je delitelné &islom 120 prave vtedy, ked

Komentar. Sada dvoch na seba nadvizujucich uloh vyuziva poznatky ziskané pri rieSeni jednoduch-
gich pripravnych uloh zo zadiatku semindra a vyzaduje stustredené a starostlivé aplikovanie vSetkych
z nich.

Uloha 7.6. [59-1I-1] Dokazte, Ze pre [ubovolné celé &sla n a k vicsie ako 1 je &islo n*+2 — n*

delitelné dvanastimi.

Riesenie*. Vzhladom na to, ze 12 = 3 - 4, stadi ukazat, ze ¢islo a = nft2 —nk = nk(n? — 1) = (n —
— Dn(n+ 1)n*~1 je delitelné tromi a Styrmi. Prvé tri ¢initele posledného vyrazu s tri po sebe idice
prirodzené &isla, takze prave jedno z nich je delitelné tromi, a preto aj ¢islo a je delitelné tromi. Je
delitelné aj Styrmi, lebo pri parnom n je v poslednom vyraze druhy a Stvrty ¢initel parny, zatial ¢o
pri neparnom n je parny prvy a treti ¢initel. Ty¥m je dokaz hotovy.

Iné riefenie*. Polozme a = n**? —nF = nf(n? — 1) = (n — 1)nF(n + 1). Opit ukazeme, Ze a je
deliteIné tyrmi a tromi. Ak je n parne, je n* delitelné styrmi pre kazdé celé k > 2. Ak je n neparne,
st ¢initele n — 1 a n + 1 parne &isla, takZe a je delitelné Styrmi pre kazdé celé n = 2.

Delitelnost tromi je zrejma pre n = 3l. Ak n = 3l + 1, pricom [ je celé kladné &islo, je tromi
delitelny ¢initel n — 1 (a teda aj ¢islo a). Ak n = 31+ 2 (I je celé nezédporné), je tromi delitelny ¢initel
n + 1. KedZe iné moznosti pre zvysok ¢isla n po deleni tromi nie su, je ¢islo a delitelné tromi. Tym je
pozadovany dékaz ukondceny.

Komentar. Delitelnost $tyrmi je tieZ mozné dokazat aj rozborom moZnosti n = 4l, n = 41 + 1,
n=4l+2 an =4l + 3, pre | celé a nezaporné. Klucovym krokom v riegeni bolo vhodné rozloZenie
¢isla a na suc¢in. To vsak sudiac podla priemerného poc¢tu bodov udelenych za tuto alohu v krajskych
kolach! na Slovensku bola tloha pre riegitel ov nelahka.

Uloha 7.7. [58-S-3] Ked isté dve prirodzené &isla v rovnakom poradi s¢itame, odéitame,
vydelime a vynéasobime a vSetky Styri vysledky s¢itame, dostaneme 2 009. Urcte tieto dve ¢isla.

RieSenie*. Pre hladané prirodzené &isla x a y sa da podmienka zo zadania vyjadrit rovnicou

(m+y)+(w—y)+g+(a;-y):2009, (1)

13,0b v pripade tspesnych riesitelov, 1,8 b v pripade vietkych rieSitelov, najmenej zo vetkych aloh krajského kola
daného ro¢nika



v ktorej sme ¢iastoéné vysledky jednotlivych operécii dali do zétvoriek.
Vyrie§me rovnicu 1 vzhl'adom na neznamu x (v ktorej je, na rozdiel od neznamej y, rovnica linearna):

22 + L 4 2y = 2009,
y

2xy + x + :UyQ = 2009y,
z(y + 1) = 2009y,
2009y

oo 2)

Hlad4dme prave tie prirodzené ¢isla g, pre ktoré ma najdeny zlomok celoéiselni hodnotu, ¢o mozno

vyjadrit vztahom (y + 1) | 2009y. KedZe ¢isla y a y + 1 st nestidelitelné, st nestidelitelné aj ¢isla y a

(y +1)2, takze musi platit (y + 1)? | 2009 = 72 - 41. Kedze y + 1 je celé &islo vidgie ako 1 (a Cinitele 7,

41 sa prvodisla), poslednej podmienke vyhovuje iba hodnota y = 6, ktorej po dosadeni do 2 zodpoveda

x = 246. (Skagka nie je nutnd, lebo rovnice 1 a 2 st v obore prirodzenych &isel ekvivalentné.)
Hl'adané ¢&isla v uvazovanom poradi sa 246 a 6.

Komentar. Uloha je zaujimava v tom, Ze na prvy pohlad nemusi rieSitel tusif, Ze ide o problém
vyuzivajuci poznatky z delitelnosti. Zarovenn vyzaduje netrividlnu zruénost a napad pri upravovani
pociato¢nej rovnice do vhodného tvaru, nadvézuje tym na predchadzajice seminare o algebraickych
vyrazoch a rovniciach. Uloha je tak peknou ukazkou toho, Ze v matematike (a nielen tam) nie st zna-
losti a koncepty nestvisiace, ale ¢asto s vzadjomne prepojené.

Uloha 7.8. [66-1-2-N2] Na4jdite vsetky celé d > 1, pri ktorych hodnoty vyrazov U(n) = n® +
+17n2 — 1 a V(n) = n3 + 4n® + 12 davaji po deleni &islom d rovnaké zvysky, nech je celé &islo
n zvolené akokolvek.

RieSenie*. Hladané d st préve tie, ktoré delia rozdiel U(n) —V (n) = 13n2 — 13 =13(n — 1)(n +1)

pre kazdé celé n. Tento rozdiel je tak urcite delitelny 13. Aby sme ukazali, Ze (zrejme vyhovujuce)
d = 13 je jediné, dosadme do rozdielu U(n) — V (n) hodnotu n = d: &slo d je s ¢islami d — 1 a d + 1
nesudelitelné, takze deli su¢in 13(d — 1)(d + 1) jedine vtedy, ked deli ¢initel 13, teda ked d = 13.
Vyhovuje jedine d = 13.

Komentar. Uloha stavia na myslienke delitelnosti rozdielu U(n) a V(n) hladanym d, ¢o je dalsi
uzito¢ny nastroj: namiesto upravovania vyrazov U(n) a V(n) ich od¢itat. Taktiez je vhodné upozornit
Studentov, Ze druhé Cast rieSenia — dokdzanie, Ze najdené rieSenie je jediné — je taktiez podstatnou
stcastou rieSenia (nielen) tejto ulohy.

Uloha 7.9. [66-1-2-D1] Pre ktoré prirodzené &isla n nie je vyraz V(n) = n* 4+ 11n? — 12
nasobkom 6smich?

RieSenie*. Upravme vyraz V(n) do tvaru su¢inu: V(n) = (n? —1)(n? +12) = (n—1)(n+1)(n? +12).
Vidime, ze V(n) je ur¢ite nasobkom o6smich v pripade neparneho n (vid. tretia uloha tohto seminéra).
Kedze pre parne n je sucin (n — 1)(n + 1) neparny, hladame prave tie n tvaru n = 2k, pre ktoré nie
je delitelny 6smimi vyraz n? + 12 = 4(k? + 3), ¢o nastane prave vtedy, ked k je parne. Hladané n st
teda prave tie, ktoré su delitelné Styrmi.

Komentar. Uloha vyuziva vhodnt dpravu vyrazu V na sacin. Tu Studenti zarodia zrucnosti na-
dobudnuté v algebraickych seminaroch. Zaroven vyuziji skor dokazané tvrdenie o delitelnosti 6smimi
a napokon, tloha ich pripravi na nasledujaci komplexnejsi problém.



Uloha 7.10. [66-1-2] Néajdite najvicsie prirodzené &islo d, ktoré ma ta vlastnost, 7e pre
Tubovolné prirodzené &islo n je hodnota vyrazu

V(n)=n*+11n? — 12
delitelna cislom d.

RieSenie*. Vypocitajme najskor hodnoty V(n) pre niekolko najmengich prirodzenych ¢isel n a ich
rozklady na sucin prvocisel zapi§me do tabulky:

n V(n)

1 0

2 48 =24.3
3 168=2%-3.7
4 420=2%>-3-5-7

Z toho vidime, Ze hladany delitel d vetkych &isel V' (n) musi byt delitelom &isla 22 -3 = 12, spliia teda
nerovnost d < 12. Preto ak ukazeme, Ze ¢islo d = 12 zadaniu vyhovuje, t.j. Ze V(n) je nasobkom ¢isla
12 pre kazdé prirodzené n, budeme s rieSenim hotovi.
Uprava
V(n) =nt 4+ 11n? — 12 = (12n% — 12) + (n* — n?),

pri ktorej sme z vyrazu V(n) "vy¢lenili“ dvojélen 12n? — 12, ktory je zrejmym nasobkom é&isla 12,
redukuje nasu ulohu na overenie delitelnosti ¢islom 12 (teda delitelnosti ¢islami 3 a 4) dvojclena

n* —n? . Vyuzijeme na to jeho rozklad

nt—n?=n?(n®>-1)=mn-1n*(n+1).

Pre kazdé celé n je tak vyraz n? —n? urcite delitelny tromi (také je totiz jedno z troch po sebe iducich

celych ¢isel n — 1, n, n + 1) a stcasne aj delitelny $tyrmi (zarucuje to v pripade parneho n Ginitel n?,
v pripade neparneho n dva parne ¢initele n — 1 a n + 1).

Dodajme, ze delitelnost vyrazu V(n) ¢islom 12 mozno dokdzat aj inymi spdsobmi, napriklad mo-
zeme vyuzit rozklad V(n) = n* + 11n? — 12 = (n? + 12)(n? — 1) z predchadzajicej tlohy alebo prejst
k dvojélenu n* + 11n? a podobne.

Zdver. Hladané ¢islo d je rovne 12.

Komentar. Uloha je okrem vyuzitia vietkych doterajsich poznatkov zaradend aj z dovodu prvého
kroku rieenia. Je vhodné studentom ukézat, 7e preskimanie vyrazu pre niekolko malych hodnét n
nam moZze pomoct utvorit si predstavu o tom, ako sa bude vyraz spravat dalej, prip. vytvorit hypotézu,
ktord sa neskor pokisime dokazat. Tato metdda najde uplatnenie nielen v tejto konkrétnej ilohe, ale
aj v dalgich partiach matematiky.

Domaca praca
Uloha 7.11. [66-S-2] Oznaéme M mnozinu vietkych hodnot vyrazu V(n) = n* + 11n? — 12,
pricom n je neparne prirodzené &islo. Najdite v8etky mozné zvysky po deleni ¢islom 48, ktoré
davaju prvky mnoziny M.

RieSenie*. Najskor vypocitame prisluchajuce hodnoty vyrazu V pre niekolko prvych neparnych ¢isel:

n V(n)

1 0

3 168=3-48+24
5 888 =18-48+24
7 2928 = 61 - 48

9 7440 = 155 - 48



Medzi hl'adané zvygky teda patria ¢isla 0 a 24. Ukazeme, Ze iné zvysky uz mozné nie sti. Na to staci
dokazat, 7e pre kazdé neparne ¢islo n plati 24 | V' (n). Z Skolskej ¢asti seminara vieme, %e pre kazdé
prirodzené ¢islo n plati 12 | V (n), teda aj 3| V' (n). KedZze ¢isla 3 a 8 su nesudelitelné, staci ukazat,
7e pre kazdé neparne &islo n plati 8 | V' (n). VyuZijeme pritom rozklad daného vyrazu na sucin

Vin)=n*+11n2 —12=n? -1 n2+12) = (n — D(n + 1)(n® + 12). (3)

Lubovolné neparne prirodzené ¢islo n moZno zapisat v tvare n = 2k — 1, pricom k € N . Pre také n
potom dostavame

V(2k—1)=[(2k — 1) — 1][(2k — 1) + 1][(2k — 1) + 12] = 4(k — 1)k(4k> — 4k + 13),

a ked7e sucin (k — 1)k dvoch po sebe iducich celych ¢isel je delitelny dvoma, je cely vyraz delitelny
dsmimi.

Zdver. Dany vyraz moze davat po deleni ¢islom 48 prave len zvysky 0 a 24.

Pozndmka. Poznatok, ze 8 | V' (n) pre kazdé neparne n, mozno dokézat aj inak, bez pouZitia
rozkladu 3. Ak je totiz n = 2k — 1, pricom k € N | tak &islo

n? = (2k —1)> =4k* — 4k +1=4k(k - 1) +1

déva po deleni 6smimi (vdaka tomu, ze jedno z &isel k, k—1 je parne) zvySok 1, a teda rovnaky zvysok
dava aj ¢islo n* (ako druhd mocnina nepérneho ¢isla n?). Plati teda n? = 8u + 1 a n* = 8v + 1 pre
vhodné celé u a v, takZe hodnota vyrazu

V(2k—1) = (8v+1) + 11(8u + 1) — 12 = 8(v + 11u)

je naozaj nasobkom 6smich.
Pripojme aj podobny doékaz poznatku 3 | V' (n) zo seminarneho stretnutia. Pre ¢isla n delitelné
tromi je to zrejmé, ostatné n su tvaru n = 3k + 1, takZe &islo

n?=Bk+1)2=9k*+6k+1=3k(3k+2)+1

dava po deleni tromi zvyok 1, rovnako tak aj ¢islo n* = (n?)2. Dosadenie n? = 3u+1an* =3v +1
do vyrazu V(n) uz priamo vedie k zaveru, 7e 3 | V (n).

Uloha 7.12. [60-1-2] Dokaite, ze vyrazy 23z +y, 192 + 3y sa delitelné ¢islom 50 pre rovnakeé
dvojice prirodzenych ¢&fsel z, y.

RieSenie*. Predpokladajme, Zze pre dvojicu prirodzenych &isel z,y plati 50 | 23z + y. Potom pre
nejaké prirodzené ¢islo k plati 23x + y = 50k. Z tejto rovnosti dostaneme y = 50k — 23x, Cize 19z +
+ 3y = 19z + 3(50k — 23z) = 150k — 50x = 50(3k — z), takze ¢islo 19z 4+ 3y je nasobkom ¢isla
50.

Podobne to funguje aj z druhej strany. Ak pre nejaka dvojicu prirodzenych ¢isel x, y plati 50 | 192+

+ 3y, tak 19z + 3y = 50! pre nejaké prirodzené ¢islo [. Z tejto rovnosti vyjadrime ¢islo y; dostaneme
y = (500 — 19z)/3 (dalsi postup by bol podobny, aj keby sme vyjadrili z namiesto y). Po dosadeni
dostaneme

500 — 192 692 4500 — 192 50- (x +1
23z +y =230+ —— - x+3 - (;”Jr).

O vyslednom zlomku vieme, Ze je to prirodzené ¢islo. Citatel tohto zlomku je delitelny ¢islom 50.
V menovateli je len &islo 3, ktoré je nestudelitelné s 50, preto sa &islo 50 nem4 s &m z menovatela
vykratit a teda ¢islo 23z + y je delitelné 50.

Iné rieSenie*. Zrejme 3 - (23z + y) — (192 + 3y) = 50z, ize ak 50 deli jedno z ¢isel 23z + y a
19z + 3y, tak delf aj druhé z nich.



Dopliiujtice zdroje a materialy

Vybornym zdrojom tloh jednoduchych aj zlozitejSich je publikacia [Holl0], najmai jej Casti 4.1, 4.2 a
4.3, ktoré obsahuju mnoho jednoduchsich aj zloZitejsich prikladov na dokazovanie delitelnosti, spolo¢né
delitele a nasobky aj tlohy o cifernych zapisoch, preto méze byt vhodnym doplnenim banky tloh nielen
pre tento, ale aj nasledujice dva seminéare.

Citacie

[Hol10] D. A. Holton. A First Step to Mathematical Olympiad Problems. 1st edition. Danvers, USA:
World Scientific, 2010. 1SBN: 981-4273-87-2.
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