
Seminár 7: Teória £ísel I � úlohy o delite©nosti

Ciele

Zopakova´ základné poznatky o delite©nosti prirodzených £ísel a precvi£i´ metódy dokazovania delite©-
nosti daným £íslom

Úvodný komentár

Ke¤ºe ide o prvé stretnutie zo série seminárov zameraných na elementárnu teóriu £ísel, je potrebné so
²tudentmi zopakova´ základné znalosti, ktoré by mali ma´ zo základnej ²koly (vo©ne spracované pod©a
[kubat200]):

. chápa´ rozdiel medzi £íslom a cifrou,

. pouºíva´ rozvinutý a skrátený zápis £ísla v desiatkovej sústave,

. rozumie´ pojmom prvo£íslo a zloºené £íslo,

. vedie´ ur£i´ najmen²í spolo£ný násobok a najvä£²í spolo£ný delite© daných dvoch celých £ísel,

. pozna´ pravidlá delite©nosti £íslami 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10.

�tudenti by mali by´ schopní zdôvodni´ v²etky pravidlá delite©nosti. Ak si ich nepamätajú, môºe by´
táto úloha vhodnou rozcvi£kou pred rie²ením pripravených problémov.

Takisto je vhodné zjednoti´ zna£enie, ktoré budeme pouºíva´. Fakt, ºe celé £íslo a delí celé £íslo b
budeme zapisova´ v tvare a | b . V tomto texte tieº ozna£ujeme (a, b) najvä£²í spolo£ný delite© £ísel a
a b a [a, b] ich najmen²í spolo£ný násobok.

Pripomenieme e²te, ºe ak pre prirodzené £ísla a, b, c platí a | (b · c) a zárove¬ (a, b) = 1, musí nutne
a | c. Toto tvrdenie budeme v priebehu seminárov vyuºíva´ £asto, je preto dôleºité, aby ho ²tudenti
vzali za svoje. Vyzbrojení v²etkými spomenutými znalos´ami sa môºeme pusti´ do rie²enia úloh.

Úlohy a rie²enia

Úloha 7.1. [ [Hol10], úloha 38, str. 115] Nech N je pä´ciferné kladné £íslo také, ºe N = a679b.
Ak je N delite©né 72, ur£te prvú cifru a a poslednú cifru b.

Rie²enie*. Ke¤ºe je £íslo N delite©né 72 = 8 · 9, musí by´ sú£asne delite©né ôsmimi aj deviatimi.
Z pravidla pre delite©nos´ ôsmimi vyplýva, ºe £íslo 79b musí by´ násobkom ôsmich a teda b = 2. Pra-
vidlo pre delite©nos´ deviatimi diktuje, ºe ciferný sú£et h©adaného £ísla a+ 6 + 7 + 9 + 2 = a+ 24 je
násobkom deviatich, dostávame tak a = 3. H©adaným £íslom je N = 36792.

Komentár. Úloha nie je náro£ná a je zaradená ako zahrievacie cvi£enie a ukáºka práce s delite©-
nos´ou zloºeným £íslom.

Úloha 7.2. [66-I-2-N1] Dokáºte, ºe v nekone£nom rade £ísel

1 · 2 · 3, 2 · 3 · 4, 3 · 4 · 5, 4 · 5 · 6, . . . ,

je £íslo prvé delite©om v²etkých £ísel ¤al²ích.

Rie²enie. Prvé £íslo v nekone£nom rade je £íslo 6. Dokazujeme tak, ºe v²etky výrazy tvaru n(n +
+ 1)(n+ 2), kde n ≥ 2 je prirodzené £íslo, sú delite©né ²iestimi. To ale zjavne platí, ke¤ºe z troch po
sebe idúcich £ísel je vºdy práve jedno delite©né tromi a minimálne jedno z nich je tieº párne. Delite©nos´
dvomi a tromi zárove¬ nám tak zaru£í delite©nos´ ²iestimi a poºadované tvrdenie je dokázané.
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Komentár. Táto jednoduchá úloha zoznámi ºiakov s poznatkom £asto vyuºívaným v úlohách zamera-
ných na dokazovanie delite©nosti £íslom, ktoré je násobkom troch: z troch po sebe idúcich prirodzených
£ísel je vºdy práve jedno delite©né tromi.

Úloha 7.3. [63-I-5-N1] Dokáºte, ºe pre kaºdé prirodzené n je £íslo n3 + 2n delite©né tromi.

Rie²enie. Kaºdé prirodzené £íslo n je tvaru n = 3k, n = 3k+1 alebo n = 3k+2, kde k je prirodzené
£íslo alebo 0. Dokazované tvrdenie overíme pre kaºdú z týchto moºností zvlá²´.

a) n = 3k: n3 + 2n = (3k)3 + 2 · 3k = 27k3 + 6k = 3k(9k2 + 2), tvrdenie platí.
b) n = 3k+1: n3+2n = (3k+1)3+2(3k+1) = (27k3+27k2+9k+1)+ (6k+2) = 27k3+27k2+

+ 15k + 3 = 3(9k3 + 9k2 + 5k + 1), tvrdenie platí.
c) n = 3k + 2: n3 + 2n = (3k + 2)3 + 2(3k + 2) = (27k3 + 54k2 + 36k + 8) + (6k + 4) = 27k3 +

+ 54k2 + 42k + 12 = 3(9k3 + 18k2 + 14k + 4), a preto 3 | n3 + 2n aj v tomto prípade.

Iné rie²enie. Môºeme sa in²pirova´ predchádzajúcou úlohou a opä´ vyuºi´ poznatok, ºe sú£in troch
po sebe idúcich £ísel je vºdy delite©ný tromi. �íslo n3 + 2n môºeme napísa´ ako n3 − n + 3n. �íslo
n3 − n je delite©né tromi pre kaºdé prirodzené n, ke¤ºe ide o sú£in troch po sebe idúcich £ísel:
n3 − n = n(n2 − 1) = n(n− 1)(n+ 1). 3 | 3n a preto aj 3 | n3 + 2n.

Komentár. Úloha zoznamuje ²tudentov s ¤al²ím moºným postupom pri dokazovaní delite©nosti výrazu
daným prirodzeným £íslom m: rozdelenie na m moºností pod©a zvy²ku po delení £íslom m a dokázanie
tvrdenia pre kaºdú z týchto moºností zvlá²´. Je vhodné diskutova´ so ²tudentmi o výhodnosti tejto
metódy pre (ne)ve©ké m.

V druhom prístupe k rie²eniu sme vyuºili to, ºe sme £íslo 2n zapísali v na prvý poh©ad zloºitej²om
tvare −n + 2n, £o nám v²ak v kone£nom dôsledku pomohlo úlohu elegantne vyrie²i´. Táto my²lienka
nájde uplatnenie aj v iných úlohách (o.�. aj v úlohe 7.10), preto ak s ¬ou ²tudenti neprídu sami, je
vhodné na ¬u upozorni´.

Úlohu je moºné dokáza´ pouºitím matematickej indukcie, av²ak tá nie je ²tandardnou nápl¬ou
osnov nematematických gymnázií, preto sme toto rie²enie nezvolili ako vzorové. Ak sa v²ak ²tudenti
s dôkazom pouºitím indukcie stretli, je vhodné s nimi rozobra´ aj tento spôsob rie²enia.

Úloha 7.4. [63-I-5-N2] Dokáºte, ºe pre kaºdé nepárne £íslo n je £íslo n2 − 1 delite©né ôsmimi.

Rie²enie. Výraz n2− 1 upravíme na sú£in (n− 1)(n+1). To je sú£in dvoch po sebe idúcich párnych
£ísel, ke¤ºe n je nepárne. Preto práve jedno z £ísel n − 1 a n + 1 je delite©né 4 a druhé z nich je
nepárnym násobkom £ísla 2. Celkovo je teda sú£in (n− 1)(n+ 1) delite©ný ôsmimi.

Komentár. Posledná úloha zo série jednoduchých dôkazov delite©nosti vyuºíva podobnú my²lienku
ako úloha 7.2, navy²e v²ak vyºaduje upravenie výrazu n2 − 1 do vhodného tvaru. Následná diskusia
o rie²ení je uº jednoduchá.

Úloha 7.5. [63-I-5-N3+63-I-5-N4, resp. 55-I-1]

a) Dokáºte, ºe pre v²etky celé kladné £ísla m je rozdiel m6 −m2 delite©ný ²es´desiatimi.

b) Ur£te v²etky kladné celé £ísla m, pre ktoré je rozdiel m6 −m2 delite©ný £íslom 120.

Rie²enie*. a) �íslo n = m6−m2 = m2(m2−1)(m2+1) je vºdy delite©né ²tyrmi, pretoºe pri párnom
m je m2 delite©né ²tyrmi a pri nepárnom m sú £ísla m2− 1, m2+1 obe párne, jedno z nich je dokonca
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delite©né ²tyrmi a ich sú£in je teda delite©ný ôsmimi. Z troch po sebe idúcich prirodzených £ísel m2−1,
m2, m2 + 1 je práve jedno delite©né tromi, a preto je aj £íslo n delite©né tromi. Ak je m delite©né
piatimi, je m2 delite©né piatimi, dokonca dvadsiatimi piatimi. V opa£nom prípade je m tvaru 5k + r,
kde r je rovné niektorému z £ísel 1, 2, 3, 4 a k je prirodzené alebo 0. Potom m2 = 25k2 + 10kr + r2

a r2 sa rovná niektorému z £ísel 1, 4, 9, 16. V prvom a v poslednom prípade je £íslo m2 − 1 delite©né
piatimi, v ostatných dvoch prípadoch je £íslo m2 + 1 delite©né piatimi. Teda £íslo n je vºdy delite©né
nesúdelite©nými £íslami 4, 3 a 5, a teda aj ich sú£inom 60.

b) Uº sme ukázali, ºe v prípade nepárneho m je sú£in (m2 − 1)(m2 + 1) delite©ný ôsmimi a £íslo
n = m6 −m2 je teda delite©né £íslom 120 = 8 · 3 · 5. Ak je v²ak £íslo m párne, sú £ísla m2 − 1, m2 + 1
nepárne, ºiadne nie je delite©né dvoma. �íslo n je potom delite©né ôsmimi iba v prípade, ºe m2 je
delite©né ôsmimi, teda m je delite©né ²tyrmi. �íslo n je potom delite©né ²estnástimi, tromi a piatimi,
a preto dokonca £íslom 240.

Záver. Na²e výsledky môºeme zhrnú´. �íslo n = m6 −m2 je delite©né £íslom 120 práve vtedy, ke¤
m je nepárne alebo delite©né ²tyrmi.

Komentár. Sada dvoch na seba nadväzujúcich úloh vyuºíva poznatky získané pri rie²ení jednoduch-
²ích prípravných úloh zo za£iatku seminára a vyºaduje sústredené a starostlivé aplikovanie v²etkých
z nich.

Úloha 7.6. [59-II-1] Dokáºte, ºe pre ©ubovo©né celé £ísla n a k vä£²ie ako 1 je £íslo nk+2 − nk

delite©né dvanástimi.

Rie²enie*. Vzh©adom na to, ºe 12 = 3 · 4, sta£í ukáza´, ºe £íslo a = nk+2 − nk = nk(n2 − 1) = (n−
− 1)n(n+ 1)nk−1 je delite©né tromi a ²tyrmi. Prvé tri £initele posledného výrazu sú tri po sebe idúce
prirodzené £ísla, takºe práve jedno z nich je delite©né tromi, a preto aj £íslo a je delite©né tromi. Je
delite©né aj ²tyrmi, lebo pri párnom n je v poslednom výraze druhý a ²tvrtý £inite© párny, zatia© £o
pri nepárnom n je párny prvý a tretí £inite©. Tým je dôkaz hotový.

Iné rie²enie*. Poloºme a = nk+2 − nk = nk(n2 − 1) = (n − 1)nk(n + 1). Opä´ ukáºeme, ºe a je
delite©né ²tyrmi a tromi. Ak je n párne, je nk delite©né ²tyrmi pre kaºdé celé k ≥ 2. Ak je n nepárne,
sú £initele n− 1 a n+ 1 párne £ísla, takºe a je delite©né ²tyrmi pre kaºdé celé n = 2.

Delite©nos´ tromi je zrejmá pre n = 3l. Ak n = 3l + 1, pri£om l je celé kladné £íslo, je tromi
delite©ný £inite© n− 1 (a teda aj £íslo a). Ak n = 3l+2 (l je celé nezáporné), je tromi delite©ný £inite©
n+ 1. Ke¤ºe iné moºnosti pre zvy²ok £ísla n po delení tromi nie sú, je £íslo a delite©né tromi. Tým je
poºadovaný dôkaz ukon£ený.

Komentár. Delite©nos´ ²tyrmi je tieº moºné dokáza´ aj rozborom moºností n = 4l, n = 4l + 1,
n = 4l + 2 a n = 4l + 3, pre l celé a nezáporné. K©ú£ovým krokom v rie²ení bolo vhodné rozloºenie
£ísla a na sú£in. To v²ak súdiac pod©a priemerného po£tu bodov udelených za túto úlohu v krajských
kolách1 na Slovensku bola úloha pre rie²ite©ov ne©ahká.

Úloha 7.7. [58-S-3] Ke¤ isté dve prirodzené £ísla v rovnakom poradí s£ítame, od£ítame,
vydelíme a vynásobíme a v²etky ²tyri výsledky s£ítame, dostaneme 2 009. Ur£te tieto dve £ísla.

Rie²enie*. Pre h©adané prirodzené £ísla x a y sa dá podmienka zo zadania vyjadri´ rovnicou

(x+ y) + (x− y) +
x

y
+ (x · y) = 2009, (1)

13,0 b v prípade úspe²ných rie²ite©ov, 1,8 b v prípade v²etkých rie²ite©ov, najmenej zo v²etkých úloh krajského kola

daného ro£níka
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v ktorej sme £iasto£né výsledky jednotlivých operácií dali do zátvoriek.
Vyrie²me rovnicu 1 vzh©adom na neznámu x (v ktorej je, na rozdiel od neznámej y, rovnica lineárna):

2x+
x

y
+ xy = 2009,

2xy + x+ xy2 = 2009y,

x(y + 1)2 = 2009y,

x =
2009y

(y + 1)2
. (2)

H©adáme práve tie prirodzené £ísla y, pre ktoré má nájdený zlomok celo£íselnú hodnotu, £o moºno
vyjadri´ vz´ahom (y+ 1)2 | 2009y. Ke¤ºe £ísla y a y+ 1 sú nesúdelite©né, sú nesúdelite©né aj £ísla y a
(y + 1)2, takºe musí plati´ (y + 1)2 | 2009 = 72 · 41. Ke¤ºe y + 1 je celé £íslo vä£²ie ako 1 (a £initele 7,
41 sú prvo£ísla), poslednej podmienke vyhovuje iba hodnota y = 6, ktorej po dosadení do 2 zodpovedá
x = 246. (Skú²ka nie je nutná, lebo rovnice 1 a 2 sú v obore prirodzených £ísel ekvivalentné.)

H©adané £ísla v uvaºovanom poradí sú 246 a 6.

Komentár. Úloha je zaujímavá v tom, ºe na prvý poh©ad nemusí rie²ite© tu²i´, ºe ide o problém
vyuºívajúci poznatky z delite©nosti. Zárove¬ vyºaduje netriviálnu zru£nos´ a nápad pri upravovaní
po£iato£nej rovnice do vhodného tvaru, nadväzuje tým na predchádzajúce semináre o algebraických
výrazoch a rovniciach. Úloha je tak peknou ukáºkou toho, ºe v matematike (a nielen tam) nie sú zna-
losti a koncepty nesúvisiace, ale £asto sú vzájomne prepojené.

Úloha 7.8. [66-I-2-N2] Nájdite v²etky celé d > 1, pri ktorých hodnoty výrazov U(n) = n3 +
+ 17n2 − 1 a V (n) = n3 + 4n2 + 12 dávajú po delení £íslom d rovnaké zvy²ky, nech je celé £íslo
n zvolené akoko©vek.

Rie²enie*. H©adané d sú práve tie, ktoré delia rozdiel U(n)− V (n) = 13n2 − 13 = 13(n− 1)(n+ 1)
pre kaºdé celé n. Tento rozdiel je tak ur£ite delite©ný 13. Aby sme ukázali, ºe (zrejme vyhovujúce)
d = 13 je jediné, dosa¤me do rozdielu U(n)− V (n) hodnotu n = d: £íslo d je s £íslami d− 1 a d+ 1
nesúdelite©né, takºe delí sú£in 13(d − 1)(d + 1) jedine vtedy, ke¤ delí £inite© 13, teda ke¤ d = 13.
Vyhovuje jedine d = 13.

Komentár. Úloha stavia na my²lienke delite©nosti rozdielu U(n) a V (n) h©adaným d, £o je ¤al²í
uºito£ný nástroj: namiesto upravovania výrazov U(n) a V (n) ich od£íta´. Taktieº je vhodné upozorni´
²tudentov, ºe druhá £as´ rie²enia � dokázanie, ºe nájdené rie²enie je jediné � je taktieº podstatnou
sú£as´ou rie²enia (nielen) tejto úlohy.

Úloha 7.9. [66-I-2-D1] Pre ktoré prirodzené £ísla n nie je výraz V (n) = n4 + 11n2 − 12
násobkom ôsmich?

Rie²enie*. Upravme výraz V (n) do tvaru sú£inu: V (n) = (n2−1)(n2+12) = (n−1)(n+1)(n2+12).
Vidíme, ºe V (n) je ur£ite násobkom ôsmich v prípade nepárneho n (vi¤. tretia úloha tohto seminára).
Ke¤ºe pre párne n je sú£in (n − 1)(n + 1) nepárny, h©adáme práve tie n tvaru n = 2k, pre ktoré nie
je delite©ný ôsmimi výraz n2 + 12 = 4(k2 + 3), £o nastane práve vtedy, ke¤ k je párne. H©adané n sú
teda práve tie, ktoré sú delite©né ²tyrmi.

Komentár. Úloha vyuºíva vhodnú úpravu výrazu V na sú£in. Tu ²tudenti zúro£ia zru£nosti na-
dobudnuté v algebraických seminároch. Zárove¬ vyuºijú skôr dokázané tvrdenie o delite©nosti ôsmimi
a napokon, úloha ich pripraví na nasledujúci komplexnej²í problém.
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Úloha 7.10. [66-I-2] Nájdite najvä£²ie prirodzené £íslo d, ktoré má tú vlastnos´, ºe pre
©ubovo©né prirodzené £íslo n je hodnota výrazu

V (n) = n4 + 11n2 − 12

delite©ná £íslom d.

Rie²enie*. Vypo£ítajme najskôr hodnoty V (n) pre nieko©ko najmen²ích prirodzených £ísel n a ich
rozklady na sú£in prvo£ísel zapí²me do tabu©ky:

n V (n)

1 0
2 48 = 24 · 3
3 168 = 23 · 3 · 7
4 420 = 22 · 3 · 5 · 7

Z toho vidíme, ºe h©adaný delite© d v²etkých £ísel V (n) musí by´ delite©om £ísla 22 ·3 = 12, sp¨¬a teda
nerovnos´ d ≤ 12. Preto ak ukáºeme, ºe £íslo d = 12 zadaniu vyhovuje, t. j. ºe V (n) je násobkom £ísla
12 pre kaºdé prirodzené n, budeme s rie²ením hotoví.

Úprava
V (n) = n4 + 11n2 − 12 = (12n2 − 12) + (n4 − n2),

pri ktorej sme z výrazu V (n) �vy£lenili� dvoj£len 12n2 − 12, ktorý je zrejmým násobkom £ísla 12,
redukuje na²u úlohu na overenie delite©nosti £íslom 12 (teda delite©nosti £íslami 3 a 4) dvoj£lena
n4 − n2 . Vyuºijeme na to jeho rozklad

n4 − n2 = n2(n2 − 1) = (n− 1)n2(n+ 1).

Pre kaºdé celé n je tak výraz n4−n2 ur£ite delite©ný tromi (také je totiº jedno z troch po sebe idúcich
celých £ísel n− 1, n, n+ 1) a sú£asne aj delite©ný ²tyrmi (zaru£uje to v prípade párneho n £inite© n2,
v prípade nepárneho n dva párne £initele n− 1 a n+ 1).

Dodajme, ºe delite©nos´ výrazu V (n) £íslom 12 moºno dokáza´ aj inými spôsobmi, napríklad mô-
ºeme vyuºi´ rozklad V (n) = n4 + 11n2 − 12 = (n2 + 12)(n2 − 1) z predchádzajúcej úlohy alebo prejs´
k dvoj£lenu n4 + 11n2 a podobne.

Záver. H©adané £íslo d je rovné 12.

Komentár. Úloha je okrem vyuºitia v²etkých doteraj²ích poznatkov zaradená aj z dôvodu prvého
kroku rie²enia. Je vhodné ²tudentom ukáza´, ºe preskúmanie výrazu pre nieko©ko malých hodnôt n
nám môºe pomôc´ utvori´ si predstavu o tom, ako sa bude výraz správa´ ¤alej, príp. vytvori´ hypotézu,
ktorú sa neskôr pokúsime dokáza´. Táto metóda nájde uplatnenie nielen v tejto konkrétnej úlohe, ale
aj v ¤al²ích partiách matematiky.

Domáca práca

Úloha 7.11. [66-S-2] Ozna£me M mnoºinu v²etkých hodnôt výrazu V (n) = n4 + 11n2 − 12,
pri£om n je nepárne prirodzené £íslo. Nájdite v²etky moºné zvy²ky po delení £íslom 48, ktoré
dávajú prvky mnoºiny M .

Rie²enie*. Najskôr vypo£ítame prislúchajúce hodnoty výrazu V pre nieko©ko prvých nepárnych £ísel:

n V (n)

1 0
3 168 = 3 · 48 + 24
5 888 = 18 · 48 + 24
7 2928 = 61 · 48
9 7440 = 155 · 48
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Medzi h©adané zvy²ky teda patria £ísla 0 a 24. Ukáºeme, ºe iné zvy²ky uº moºné nie sú. Na to sta£í
dokáza´, ºe pre kaºdé nepárne £íslo n platí 24 | V (n). Z ²kolskej £asti seminára vieme, ºe pre kaºdé
prirodzené £íslo n platí 12 | V (n), teda aj 3 | V (n). Ke¤ºe £ísla 3 a 8 sú nesúdelite©né, sta£í ukáza´,
ºe pre kaºdé nepárne £íslo n platí 8 | V (n). Vyuºijeme pritom rozklad daného výrazu na sú£in

V (n) = n4 + 11n2 − 12 = (n2 − 1)(n2 + 12) = (n− 1)(n+ 1)(n2 + 12). (3)

�ubovo©né nepárne prirodzené £íslo n moºno zapísa´ v tvare n = 2k − 1, pri£om k ∈ N . Pre také n
potom dostávame

V (2k − 1) = [(2k − 1)− 1][(2k − 1) + 1][(2k − 1)2 + 12] = 4(k − 1)k(4k2 − 4k + 13),

a ke¤ºe sú£in (k − 1)k dvoch po sebe idúcich celých £ísel je delite©ný dvoma, je celý výraz delite©ný
ôsmimi.

Záver. Daný výraz môºe dáva´ po delení £íslom 48 práve len zvy²ky 0 a 24.
Poznámka. Poznatok, ºe 8 | V (n) pre kaºdé nepárne n, moºno dokáza´ aj inak, bez pouºitia

rozkladu 3. Ak je totiº n = 2k − 1, pri£om k ∈ N , tak £íslo

n2 = (2k − 1)2 = 4k2 − 4k + 1 = 4k(k − 1) + 1

dáva po delení ôsmimi (v¤aka tomu, ºe jedno z £ísel k, k−1 je párne) zvy²ok 1, a teda rovnaký zvy²ok
dáva aj £íslo n4 (ako druhá mocnina nepárneho £ísla n2). Platí teda n2 = 8u + 1 a n4 = 8v + 1 pre
vhodné celé u a v, takºe hodnota výrazu

V (2k − 1) = (8v + 1) + 11(8u+ 1)− 12 = 8(v + 11u)

je naozaj násobkom ôsmich.
Pripojme aj podobný dôkaz poznatku 3 | V (n) zo seminárneho stretnutia. Pre £ísla n delite©né

tromi je to zrejmé, ostatné n sú tvaru n = 3k ± 1, takºe £íslo

n2 = (3k ± 1)2 = 9k2 ± 6k + 1 = 3k(3k ± 2) + 1

dáva po delení tromi zvy²ok 1, rovnako tak aj £íslo n4 = (n2)2. Dosadenie n2 = 3u+ 1 a n4 = 3v + 1
do výrazu V (n) uº priamo vedie k záveru, ºe 3 | V (n).

Úloha 7.12. [60-I-2] Dokáºte, ºe výrazy 23x+ y, 19x+ 3y sú delite©né £íslom 50 pre rovnaké
dvojice prirodzených £ísel x, y.

Rie²enie*. Predpokladajme, ºe pre dvojicu prirodzených £ísel x, y platí 50 | 23x + y. Potom pre
nejaké prirodzené £íslo k platí 23x + y = 50k. Z tejto rovnosti dostaneme y = 50k − 23x, £iºe 19x +
+ 3y = 19x + 3(50k − 23x) = 150k − 50x = 50(3k − x), takºe £íslo 19x + 3y je násobkom £ísla
50.

Podobne to funguje aj z druhej strany. Ak pre nejakú dvojicu prirodzených £ísel x, y platí 50 | 19x+
+ 3y, tak 19x + 3y = 50l pre nejaké prirodzené £íslo l. Z tejto rovnosti vyjadríme £íslo y; dostaneme
y = (50l − 19x)/3 (¤al²í postup by bol podobný, aj keby sme vyjadrili x namiesto y). Po dosadení
dostaneme

23x+ y = 23x+
50l − 19x

3
=

69x+ 50l − 19x

3
=

50 · (x+ l)

3
.

O výslednom zlomku vieme, ºe je to prirodzené £íslo. �itate© tohto zlomku je delite©ný £íslom 50.
V menovateli je len £íslo 3, ktoré je nesúdelite©né s 50, preto sa £íslo 50 nemá s £ím z menovate©a
vykráti´ a teda £íslo 23x+ y je delite©né 50.

Iné rie²enie*. Zrejme 3 · (23x + y) − (19x + 3y) = 50x, £iºe ak 50 delí jedno z £ísel 23x + y a
19x+ 3y, tak delí aj druhé z nich.
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Dopl¬ujúce zdroje a materiály

Výborným zdrojom úloh jednoduchých aj zloºitej²ích je publikácia [Hol10], najmä jej £asti 4.1, 4.2 a
4.3, ktoré obsahujú mnoho jednoduch²ích aj zloºitej²ích príkladov na dokazovanie delite©nosti, spolo£né
delitele a násobky aj úlohy o ciferných zápisoch, preto môºe by´ vhodným doplnením banky úloh nielen
pre tento, ale aj nasledujúce dva semináre.

Citácie

[Hol10] D. A. Holton. A First Step to Mathematical Olympiad Problems. 1st edition. Danvers, USA:
World Scienti�c, 2010. isbn: 981-4273-87-2.

Matematický seminár pre talentovaných ²tudentov

https://seminar-mo.sk/
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