
Seminár 8: Teória £ísel II � úlohy o najmen²om spolo£nom násobku a

najvä£²om spolo£nom deliteli

Ciele

Zoznámi´ sa s metódami rie²enia príkladov o spolo£ných delite©och a násobkoch, upevni´ znalosti zo
seminára predchádzajúceho.

Úlohy a rie²enia

Úloha 8.1. [61-I-3-N1] Ur£te, pre ktoré prirodzené £ísla a, b platí (a, b) = 10 a zárove¬
[a, b] = 150.

Rie²enie*. Pretoºe 10 = 2 · 5 a 150 = 2 · 3 · 52, poºadované rovnosti sú splnené práve vtedy, ke¤
a = 2 · 3s · 5t a b = 2 · 3u · 5v, kde {s, u} = {0, 1} a {t, v} = {1, 2}. Rie²ením je teda jedna zo ²tvoríc
{a, b} = {10, 150} alebo {a, b} = {30, 50}.

Komentár. Úloha je relatívne jednoduchá a nevyºaduje ºiadne ²peciálne znalosti, zárove¬ v²ak nie je
triviálna. Tvorí tak príjemné preklenutie medzi ²kolskými a olympiádnymi príkladmi.

Úloha 8.2. [60-I-5-N1] Nech d je najvä£²í spolo£ný delite© prirodzených £ísel a a b. Ukáºte,
ºe £ísla a/d a b/d sú celé a nesúdelite©né.

Rie²enie. Ak je d najvä£²ím spolo£ným delite©om £ísel a a b, potom existujú prirodzené £ísla u a v
také, ºe a = ud a b = vd, £ím sme dokázali prvú £as´ tvrdenia. Druhú dokáºeme sporom. Predpokla-
dajme, ºe a/d a b/d nie sú nesúdelite©né. Potom existuje ich najvä£²í spolo£ný delite© d1. �íslo d1 v²ak
potom delí aj £ísla a a b, £o je spor s predpokladom, ºe d = (a, b).

Komentár. Táto mini-úloha je prípravným krokom k nasledujúcemu v²eobecnej²iemu tvrdeniu a
zárove¬ môºe pripomenú´ pouºitie dôkazu sporom.

Úloha 8.3. [60-I-5-N2] Dokáºte, ºe pre ©ubovo©né prirodzené £ísla a, b platí vz´ah

[a, b] · (a, b) = ab.

Rie²enie. Nech d = (a, b), potom a = ud, b = vd pre nesúdelite©né u a v, a teda [a, b] = uvd.
Porovnaním ©avej a pravej strany dokazovanej nerovnosti dostávame uvd · d = ud · vd, £o je pravdivé
tvrdenie, teda vz´ah je dokázaný.

Alternatívne môºeme vz´ah dokáza´ úvahou o exponentoch prvo£ísel, z ktorých sú £ísla a a b
zloºené. Nech a = pα1

1 · p
α2
2 · · · p

αk
k a b = pβ11 · p

β2
2 · · · p

βk
k , kde p1 aº pk sú prvo£ísla a αk, βk prirodzené

£ísla. Potom

(a, b) = p
min{α1,β1}
1 · pmin{α2,β2}

2 · · · pmin{αk,βk}
k ,

[a, b] = p
max{α1,β1}
1 · pmax{α2,β2}

2 · · · pmax{αk,βk}
k ,

ab = pα1+β1
1 · pα2+β2

2 · · · pαk,βk
k .

Ke¤ºe pre akéko©vek £ísla α, β platí max{α, β}+min{α, β} = α+β, a to vo v²etkých prípadoch α < β,
α = β, α > β, je na²e tvrdenie dokázané.

Komentár. Predchádzajúce tvrdenie je stavebným kame¬om mnohých úloh o spolo£ných násobkoch
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a delite©och, najmä my²lienka zápisu prirodzených £ísel a a b v tvare a = ud a b = vd, kde u a v sú
prirodzené £ísla také, ºe (u, v) = 1 a d = (a, b) nájde uplatnenie ve©mi £asto.

Úloha 8.4. [64-I-5-N4] Platí pre kaºdé tri prirodzené £ísla a, b, c a ich najvä£²í spolo£ný delite©
d a ich najmen²í spolo£ný násobok n rovnos´ abc = nd?

Rie²enie. Neplatí, uvedieme protipríklad. Napríklad pre £ísla 15, 18 a 24 je d = (15, 18, 24) = 3,
n = [15, 18, 24] = 360. �alej 15 · 18 · 24 = 6480 a (15, 18, 24) · [15, 18, 24] = 3 · 360 = 1080, to v²ak nie
sú rovnaké £ísla a tvrdenie neplatí.

Komentár. V²eobecnej²í poh©ad na predchádzajúci problém by sme dostali skrz poh©ad na expo-
nenty prvo£ísel, z ktorých sú £ísla a, b, c zloºené. Skúmaná rovnos´ nastane len v prípade, ºe sú v²etky
tri £ísla navzájom po dvoch nesúdelite©né.

Zárove¬ úloha demon²truje rie²enie uvedením protipríkladu, £o je princíp, s ktorým sme sa v semi-
nároch zatia© nestretli a jeho spomenutie je ur£ite vhodné.

Úloha 8.5. [64-I-5-N5] Ak majú prirodzené £ísla a, b najvä£²ieho spolo£ného delite©a d, majú
rovnakého najvä£²ieho spolo£ného delite©a aj £ísla a, b, a − b, a + b. Dokáºte. Platí rovnaké
tvrdenie pre najmen²í spolo£ný násobok?

Rie²enie. Najvä£²í spolo£ný delite© týchto ²tyroch £ísel nebude ur£ite vä£²í ako d (ak by bol, potom
by d nebol najvä£²í spolo£ný delite© £ísel a a b, £o by bolo v spore s predpokladom úlohy). Sta£í teda
ukáza´, ºe d delí a+ b a a− b. Ak zapí²eme a a b v tvare a = ud a b = vd, pri£om pre prirodzené £ísla
u, v platí (u, v) = 1, bude potom a+ b = ud+ vd = (u+ v)d, a− b = ud− vd = (u− v)d. Vidíme, ºe
d delí sú£et aj rozdiel £ísel a a b, tvrdenie je teda dokázané.

Tvrdenie pre najmen²í spolo£ný násobok neplatí, uvedieme protipríklad. Pre £ísla a = 12, b = 8,
a+ b = 20, a− b = 4, [12, 8] = 24, av²ak [12, 8, 20, 4] = 120.

Komentár. Úloha precvi£uje dôkaz v²eobecného tvrdenia a opä´ priná²a protipríklad ako dostato£ný
argument.

Úloha 8.6. [61-I-3-N4, resp. 50-II-1] Nájdite v²etky dvojice prirodzených £ísel a, b, pre ktoré
platí a+ b+ [a, b] + (a, b) = 50.

Rie²enie*. Poloºme a = ud, b = vd, kde d je najvä£²í spolo£ný delite© £ísel a, b, prirodzené £ísla
u, v sú nesúdelite©né a [a, b] = uvd. Pod©a zadania má plati´ ud + vd + uvd + d = 50. Inak napísané,
(1 + u)(1 + v)d = 50. Nájdime preto v²etky rozklady £ísla 50 na sú£in troch prirodzených £ísel d, u+
+1, v+1, z ktorých posledné dve sú vä£²ie ako 1. Bez ujmy na v²eobecnosti môºeme predpoklada´, ºe
a ≤ b, tj. u ≤ v. Dostaneme nasledujúce moºnosti.

d u+ 1 v + 1 u v a b

1 2 25 1 24 1 24
1 5 10 4 9 4 9
2 5 5 4 4 8 8
5 2 5 1 4 5 20

V prípade d = 2 dostaneme u = v = 4, to je v²ak spor s tým, ºe u a v sú nesúdelite©né. Preto má
úloha práve tri rie²enia.
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Komentár. Úloha okrem vhodného zapísania £ísel a, b a [a, b] vyºaduje e²te vhodnú úpravu rov-
nosti zo zadania, opä´ tak kombinuje algebraické poznatky s poznatkami z oblasti teórie £ísel.

Úloha 8.7. [61-S-1] Nájdite v²etky dvojice prirodzených £ísel a, b, pre ktoré platí rovnos´
mnoºín

{a · [a, b], b · (a, b)} = {45, 180}.

Rie²enie*. Z danej rovnosti vyplýva, ºe £íslo b je nepárne (inak by obe £ísla na©avo boli párne), a
teda £íslo a je párne (inak by obe £ísla na©avo boli nepárne). Rovnos´ mnoºín preto musí by´ splnená
nasledovne:

a · [a, b] = 180 a b · (a, b) = 45. (1)

Ke¤ºe £íslo a delí £íslo [a, b], je £íslo 180 = 22 · 32 · 5 delite©né druhou mocninou (párneho) £ísla a,
takºe musí plati´ bu¤ a = 2, alebo a = 6.

V prípade a = 2 (vzh©adom na to, ºe b je nepárne) platí

a · [a, b] = 2 · [2, b] = 2 · 2b = 4b,

£o znamená, ºe prvá rovnos´ v 1 je splnená jedine pre b = 45. Vtedy b · (a, b) = 45 · (2, 45) = 45, takºe
je splnená aj druhá rovnos´ v 1, a preto dvojica a = 2, b = 45 je rie²ením úlohy.

V prípade a = 6 podobne dostaneme

a · [a, b] = 6 · [6, b] = 6 · 2 · [3, b] = 12 · [3, b],

£o znamená, ºe prvá rovnos´ v 1 je splnená práve vtedy, ke¤ [3, b] = 15. Tomu vyhovujú jedine hod-
noty b = 5 a b = 15. Z nich v²ak iba hodnota b = 15 sp¨¬a druhú rovnos´ v 1, ktorá je teraz v tvare
b · (6, b) = 45. Druhým rie²ením úlohy je teda dvojica a = 6, b = 15, ºiadne ¤al²ie rie²enia neexistujú.
Záver. H©adané dvojice sú dve, a to a = 2, b = 45 a a = 6, b = 15.

Iné rie²enie*. Ozna£me d = (a, b). Potom a = ud a b = vd, pri£om u, v sú nesúdelite©né priro-
dzené £ísla, takºe [a, b] = uvd. Z rovností

a · [a, b] = ud · uvd = u2vd2 a b · (a, b) = vd · d = vd2

vidíme, ºe £íslo a · [a, b] je u2-násobkom £ísla b · (a, b), takºe zadaná rovnos´ mnoºín môºe by´ splnená
jedine tak, ako sme zapísali vz´ahmi (1) v prvom rie²ení. Tie teraz môºeme vyjadri´ rovnos´ami

u2vd2 = 180 a vd2 = 45.

Preto platí u2 = 180/45 = 4, £iºe u = 2. Z rovnosti vd2 = 45 = 32 · 5 vyplýva, ºe bu¤ d = 1 (a
v = 45), alebo d = 3 (a v = 5). V prvom prípade a = ud = 2 · 1 = 2 a b = vd = 45 · 1 = 45, v druhom
a = ud = 2 · 3 = 6 a b = vd = 5 · 3 = 15.

Poznámka. Ke¤ºe zo zadanej rovnosti okamºite vyplýva, ºe obe £ísla a, b sú delite©mi £ísla 180 (takým
delite©om je dokonca aj ich najmen²í spolo£ný násobok [a, b]), je moºné úlohu vyrie²i´ rôznymi inými
cestami, zaloºenými na testovaní kone£ného po£tu dvojíc konkrétnych £ísel a a b. Takýto postup urých-
lime, ke¤ vopred zistíme niektoré nutné podmienky, ktoré musia £ísla a, b sp¨¬a´. Napríklad spresnenie
rovnosti mnoºín na dvojicu rovností (1) moºno (aj bez pouºitia úvahy o parite £ísel a, b) vysvetli´
v²eobecným postrehom: sú£in a · [a, b] je vºdy delite©ný sú£inom b · (a, b), pretoºe ich podiel moºno
zapísa´ v tvare

a · [a, b]
b · (a, b)

=
a

(a, b)
· [a, b]

b
,

teda ako sú£in dvoch celých £ísel.
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Komentár. Úloha je zloºitej²ia ako predchádzajúce, dá sa v²ak rie²i´ mnohými spôsobmi a bude
iste zaujímavé vidie´ rôzne ²tudentské rie²enia. Je taktieº vhodným miestom na to, aby sme ²tudentov
nechali diskutova´ o prístupoch medzi sebou a prípadne skú²ali h©ada´ slabiny jednotlivých zdôvodnení.
Ur£ite povaºujeme za vhodné zmieni´ poslednú rovnos´ z poznámky, ke¤ºe ide o zaujímavý postreh a
metóda vhodného zapísania tvaru zlomku je uºito£ná nielen tu. Na túto úlohu nadväzuje komplexnej²ia
domáca práca, ktorá v²ak vychádza z ve©mi podobného princípu.

Úloha 8.8. [64-I-5] Rozdiel dvoch prirodzených £ísel je 2010 a ich najvä£²í spolo£ný delite© je
2014-krát men²í ako ich najmen²í spolo£ný násobok. Ur£te v²etky také dvojice £ísel.

Rie²enie*. Ozna£me h©adané £ísla a a b (a > b) a d ich najvä£²í spolo£ný delite©. Potom a = ud,
b = vd, pri£om u > v sú nesúdelite©né £ísla. Ke¤ºe najmen²í spolo£ný násobok £ísel a, b je £íslo uvd,
dosadením do zadaných vz´ahov dostaneme rovnosti

a− b = (u − v)d = 2010,

uvd = 2014d, £iºe uv = 2014.

Pod©a rozkladu na sú£in prvo£ísel 2014 = 2 · 19 · 53 vypí²eme v²etky moºné dvojice (u, v) a pre kaºdú
z nich sa presved£íme, £i £íslo u − v je delite©om £ísla 2010. V pozitívnom prípade príslu²ný podiel
udáva £íslo d a výpo£et neznámych a = ud a b = vd je uº jednoduchý:

a) u = 2014 a v = 1: u− v = 2013 nedelí 2 010;
b) u = 19 · 53 = 1007 a v = 2: u− v = 1005 | 2010, d = 2, a = 1007 · 2 = 2014, b = 2 · 2 = 4;
c) u = 2 · 53 = 106 a v = 19: u− v = 87 nedelí 2 010;
d) u = 53 a v = 2 · 19 = 38: u− v = 15 | 2010, d = 134, a = 53 · 134 = 7102, b = 38 · 134 = 5092.
Záver. H©adané £ísla tvoria jednu z dvojíc (2014, 4) alebo (7102, 5092).

Komentár. Úloha nepriná²a ºiadne nové poznatky a princípy, je v²ak vhodná na trénovanie rie²e-
nia sústavy dvoch rovníc s dvomi neznámymi a opä´ tak vytvorí prepojenie s minulými seminármi.

Úloha 8.9. [60-I-5-D3] Nájdite v²etky dvojice kladných celých £ísel a, b, pre ktoré má výraz

a

b
+

14b

9a

celo£íselnú hodnotu.

Rie²enie*. Nech d = (a, b), potom a = ud, b = vd pre nesúdelite©né prirodzené u a v. Skúmaný výraz
bude po dosadení (9u2 + 14v2)/(9uv), takºe 9u | 14v2 a z nesúdelite©nosti u a v máme u | 14, navy²e
3 | v. Podobne v | 9; vyskú²ame kone£ne ve©a moºností.

Komentár. Úloha je zaujímavá tým, ºe prácu s najvä£²ím spolo£ným delite©om obsahuje nepriamo a
vyuºíva tieº poznatky o delite©nosti z minulého seminára.

Úloha 8.10. [60-I-5] Dokáºte, ºe najmen²í spolo£ný násobok [a, b] a najvä£²í spolo£ný delite©
(a, b) ©ubovo©ných dvoch kladných celých £ísel a, b sp¨¬ajú nerovnos´

a · (a, b) + b · [a, b] ≥ 2ab.

Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastane rovnos´.
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Rie²enie*. Nerovnos´ by bolo ©ahké dokáza´, ak by niektorý z dvoch s£ítancov na ©avej strane bol
sám o sebe aspo¬ taký, ako pravá strana. �íslo [a, b] je zjavne násobkom £ísla a. Ak [a, b] ≥ 2a, tak
b[a, b] ≥ 2ab a v zadanej nerovnosti platí dokonca ostrá nerovnos´, lebo £íslo a(a, b) je kladné. Ak
[a, b] < 2a, tak neostáva iná moºnos´ ako [a, b] = a. To v²ak nastane iba v prípade, ke¤ b | a. V tomto
prípade (a, b) = b a v zadanej nerovnosti nastane rovnos´.

Iné rie²enie*. Ozna£me d = (a, b), takºe a = ud a b = vd pre nesúdelite©né prirodzené £ísla u, v.
Z toho hne¤ vieme, ºe [a, b] = uvd. Ke¤ºe

a · (a, b) + b · [a, b] = ud2 + uv2d2 = u(1 + v2)d2,

2ab = 2uvd2,

je vzh©adom na ud2 > 0 nerovnos´ zo zadania ekvivalentná s nerovnos´ou 1+v2 ≥ 2v, £iºe (v−1)2 ≥ 0,
£o platí pre kaºdé v. Rovnos´ nastane práve vtedy, ke¤ v = 1, £iºe b | a.

Iné rie²enie*. Ozna£me d = (a, b). Je známe, ºe [a, b] · (a, b) = ab. Po vyjadrení [a, b] z tohto vz´ahu,
dosadení do zadanej nerovnosti a ekvivalentnej úprave dostaneme ekvivalentnú nerovnos´ d2+b2 ≥ 2bd,
ktorá platí, lebo (d− b)2 ≥ 0. Rovnos´ nastáva pre d = b, £iºe v prípade b | a.

Komentár. Na úspe²né zvládnutie úlohy je opä´ potrebná znalos´ z predchádzajúceho seminára o ne-
rovnostiach a taktieº ponúka ²iroké spektrum prístupov, takºe bude zaujímavé sledova´, ako k nej
²tudenti pristúpia.

Domáca práca

Úloha 8.11. [61-I-3] Nájdite v²etky trojice prirodzených £ísel a, b, c, pre ktoré platí mnoºinová
rovnos´

{(a, b), (a, c), (b, c), [a, b], [a, c], [b, c]} = {2, 3, 5, 60, 90, 180},

pri£om (x, y) a [x, y] ozna£uje postupne najvä£²í spolo£ný delite© a najmen²í spolo£ný násobok
£ísel x a y.

Rie²enie*. Prvky danej mnoºiny M rozloºíme na prvo£initele:

M = {2, 3, 5, 22 · 3 · 5, 2 · 32 · 5, 22 · 32 · 5}.

Odtia© vyplýva, ºe v rozklade h©adaných £ísel a, b, c vystupujú iba prvo£ísla 2, 3 a 5. Kaºdé z nich je
pritom prvo£inite©om práve dvoch z £ísel a, b, c: keby bolo prvo£inite©om len jedného z nich, chýbalo
by v rozklade troch najvä£²ích spolo£ných delite©ov a jedného najmen²ieho spolo£ného násobku, teda
v ²tyroch £íslach z M ; keby naopak bolo prvo£inite©om v²etkých troch £ísel a, b, c, nechýbalo by v roz-
klade ºiadneho £ísla zM . Okrem toho vidíme, ºe v rozklade kaºdého z £ísel a, b, c je prvo£íslo 5 najviac
v jednom exemplári.

Pod©a uvedených zistení môºeme £ísla a, b, c usporiada´ tak, ºe rozklady £ísel a, b obsahujú po
jednom exemplári prvo£ísla 5 (potom (c, 5) = 1) a ºe (a, 2) = 2 (ako vieme, aspo¬ jedno z £ísel a, b
musí by´ párne). �íslo 5 z mnoºiny M je potom nutne rovné (a, b), takºe platí (b, 2) = 1, a preto
(b, 3) = 3 (inak by platilo (b, c) = 1), odtia© zase s oh©adom na (a, b) = 5 vyplýva (a, 3) = 1. Máme
teda a = 5 · 2s a b = 5 · 3t pre vhodné prirodzené £ísla s a t.

Z rovnosti [a, b] = 2s · 3t · 5 vyplýva, ºe nastane jeden z troch nasledujúcich prípadov.
(1) 2s · 3t · 5 = 60 = 22 · 31 · 5. Vidíme, ºe platí s = 2 a t = 1, £iºe a = 20 a b = 15. �ahko ur£íme,

ºe tretím £íslom je c = 18.
(2) 2s · 3t · 5 = 90 = 21 · 32 · 5. V tomto prípade a = 10, b = 45 a c = 12.
(3) 2s · 3t · 5 = 180 = 22 · 32 · 5. Teraz a = 20, b = 45 a c = 6.

Záver. H©adané £ísla a, b, c tvoria jednu z mnoºín {20, 15, 18}, {10, 45, 12} a {20, 45, 6}.

Iné rie²enie*. V danej rovnosti je mnoºina napravo tvorená ²iestimi rôznymi £íslami vä£²ími ako
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1, takºe £ísla (a, b), (a, c), (b, c) musia by´ netriviálnymi delite©mi postupne £ísel [a, b], [a, c], [b, c]. �ísla
2, 3, 5 ale ºiadne netriviálne delitele nemajú, musí teda plati´

{(a, b), (a, c), (b, c)} = {2, 3, 5} a {[a, b], [a, c], [b, c]} = {60, 90, 180}.

Pretoºe poradie £ísel a, b, c nehrá ºiadnu úlohu, môºeme predpoklada´, ºe platí (a, b) = 2, (a, c) = 3 a
(b, c) = 5. Odtia© vyplývajú vyjadrenia

a = 2 · 3 · x = 6x, b = 2 · 5 · y = 10y, c = 3 · 5 · z = 15z

pre vhodné prirodzené £ísla x, y, z. Zo známej rovnosti [x, y] · (x, y) = xy tak dostaneme vyjadrenia
najmen²ích spolo£ných násobkov v tvare

[a, b] =
6x · 10y

2
= 30xy, [a, c] =

6x · 15z
3

= 30xz, [b, c] =
10y · 15z

5
= 30yz.

Z rovnosti {30xy, 30xz, 30yz} = {60, 90, 180} upravenej na {xy, xz, yz} = {2, 3, 6} potom v¤aka tomu,
ºe 2 a 3 sú prvo£ísla, vyplýva {x, y, z} = {1, 2, 3}. Pretoºe z podmienky 5 = (b, c) = (10y, 15z) vyplýva
y 6= 3 a z 6= 2, prichádzajú do úvahy len trojice (x, y, z) rovné (1, 2, 3), (2, 1, 3) a (3, 2, 1), ktorým
postupne zodpovedajú trojice (a, b, c) rovné (6, 20, 45), (12, 10, 45), (18, 20, 15). Skú²kou sa presved-
£íme, ºe v²etky tri vyhovujú mnoºinovej rovnosti zo zadania úlohy.

Úloha 8.12. [63-S-2] �ísla 1, 2, . . . , 10 rozde©te na dve skupiny tak, aby najmen²í spolo£ný
násobok sú£inu v²etkých £ísel prvej skupiny a sú£inu v²etkých £ísel druhej skupiny bol £o naj-
men²í.

Rie²enie*. Pre uvaºované sú£iny a a b ur£ite platí a · b = 1 · 2 · . . . · 10 = 28 · 34 · 52 · 7. Aspo¬
jedno z £ísel a, b je preto delite©né 24, aspo¬ jedno delite©né 32, aspo¬ jedno delite©né 5 a práve jedno
delite©né 7. Pre najmen²í spolo£ný násobok n £ísel a, b preto platí n ≥ 24 · 32 · 5 · 7 = 5040, pritom
rovnos´ tu nastane práve vtedy, ke¤ ani jedno z £ísel a, b nebude delite©né ºiadnym z £ísel 25, 33 a 52.

Ak zvolíme napríklad a = 2 · 3 · 4 · 5 · 6 = 720 a b = 1 · 7 · 8 · 9 · 10 = 5040, bude najmen²í spolo£ný
násobok oboch £ísel práve 5040. Tým je ukázané, ºe 5040 je naozaj najmen²ia zo v²etkých moºných
hodnôt n.

I ke¤ bolo úlohou nájs´ iba jeden príklad, pre úplnos´ uvedieme v²etky rozdelenia s minimálnou
hodnotou n = 5040:

Prvá skupina £ísel Druhá skupina £ísel
2, 3, 4, 5, 6 1, 7, 8, 9, 10
3, 5, 6, 8 1, 2, 4, 7, 9, 10
2, 5, 8, 9 1, 3, 4, 6, 7, 10

1, 2, 3, 4, 5, 6 7, 8, 9, 10
1, 3, 5, 6, 8 2, 4, 7, 9, 10
1, 2, 5, 8, 9 3, 4, 6, 7, 10

2, 3, 4, 5, 6, 7 1, 8, 9, 10
3, 5, 6, 7, 8 1, 2, 4, 9, 10
2, 5, 7, 8, 9 1, 3, 4, 6, 10

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 8, 9, 10
1, 3, 5, 6, 7, 8 2, 4, 9, 10
1, 2, 5, 7, 8, 9 3, 4, 6, 10

Nájs´ ich nie je ´aºké, ke¤ si uvedomíme, ºe £ísla 1 a 7 môºeme da´ do ©ubovo©nej z oboch skupín,
zatia© £o v tej istej skupine spolu nemôºu by´ 4 s 8, 5 s 10, 3 s 9 ani 6 s 9; s 8 spolu môºe by´ práve
jedno z párnych £ísel 2, 6 a 10. Získame tak iba tri základné rozdelenia (prvé tri riadky tabu©ky),
z ktorých moºno kaºdé ²tyrmi spôsobmi doplni´ £íslami 1 a 7.
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Poznámka. Úlohu moºno vyrie²i´ aj bez výpo£tu sú£inu a · b. Delite©nos´ n £íslami 32, 5 a 7 vyplýva
z ich priameho zastúpenia medzi rozde©ovanými £íslami, delite©nos´ £íslom 24 z jednoduchej úvahy
o rozdelení v²etkých piatich párnych £ísel: ak nie je £íslo 8 vo svojej skupine ako párne jediné, je v²etko
jasné, v opa£nom prípade sú v rovnakej skupine £ísla 2, 4 a 6 (aj 10, ale to uº ani nepotrebujeme).

Dopl¬ujúce zdroje a materiály

Materiály vhodné na ¤al²ie po£ítanie nájdeme v minulom seminári. Ke¤ºe témy sú si ve©mi blízke,
publikácie zvy£ajne obsahujú úlohy zamerané na obe témy.

Matematický seminár pre talentovaných ²tudentov

https://seminar-mo.sk/
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