Seminar 8: Teéria cisel II — tlohy o najmenSom spolo¢nom nasobku a
najviacsom spolo¢nom deliteli

Ciele

Zoznamit sa s metdodami rieenia prikladov o spolo¢nych deliteloch a nasobkoch, upevnit znalosti zo
semindara predchéadzajiceho.

Ulohy a rieSenia

Uloha 8.1. [61-1-3-N1]  Uréte, pre ktoré prirodzené &isla a,b plati (a,b) = 10 a zaroveii
[a, b] = 150.

RieSenie*. Pretoze 10 = 2-5 a 150 = 2 - 3 - 52, pozadované rovnosti st splnené prave vtedy, ked
a=2-3-5"ab=2-3"-5% kde {s,u} = {0,1} a {t,v} = {1,2}. Riesenim je teda jedna zo §tvoric
{a,b} = {10,150} alebo {a,b} = {30,50}.

Komentar. Uloha je relativne jednoduché a nevyzaduje ziadne §pecialne znalosti, zaroveh vak nie je
trivialna. Tvori tak prijemné preklenutie medzi kolskymi a olympiddnymi prikladmi.

Uloha 8.2. [60-1-5-N1] Nech d je najvicsi spolocny delitel prirodzenych ¢isel a a b. Ukaite,
ze ¢isla a/d a b/d su celé a nesudelitelné.

Riegenie. Ak je d najvacsim spolo¢nym delitelom ¢isel a a b, potom existuji prirodzené &isla u a v
také, 7ze a = ud a b = vd, ¢im sme dokéazali prva ¢ast tvrdenia. Druht dokdzeme sporom. Predpokla-
dajme, Ze a/d a b/d nie st nesudelitelné. Potom existuje ich najvicsi spolo¢ny delitel d. Cislo dy vsak
potom deli aj ¢isla a a b, ¢o je spor s predpokladom, ze d = (a, b).

Komentar. Tato mini-tuloha je pripravnym krokom k nasledujucemu v8eobecnejSiemu tvrdeniu a
zaroveh moze pripomenut pouzitie dokazu sporom.

Uloha 8.3. [60-1-5-N2] Dokazte, ze pre [ubovolné prirodzené &isla a, b plati vztah

[a,b] - (a,b) = ab.

Riesenie. Nech d = (a,b), potom a = ud, b = vd pre nesidelitelné u a v, a teda [a,b] = uvd.
Porovnanim Tavej a pravej strany dokazovanej nerovnosti dostavame uvd - d = ud - vd, ¢o je pravdivé
tvrdenie, teda vztah je dokézany.

Alternativne mozeme vztah dokézat tvahou o exponentoch prvocisel, z ktorych su ¢isla a a b
zlozené. Nech a = p{* - p§?---pi* a b= p/fl -p§2 x -pg’“, kde p1 aZ p sa prvocisla a oy, B prirodzené
¢isla. Potom

(a,b) = pinin{al’ﬂl} .pglin{a%ﬁQ} . .p?in{akvﬂk}’

[a,b] = piﬂax{alﬁl} .pglax{am&} . _p:lax{akﬁk}

)
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Ked7e pre akékol'vek ¢&isla a, 8 plati max{c, 8} +min{a, 8} = a+f, a to vo v8etkych pripadoch o < 3,
a = [, a > f, je nade tvrdenie dokazané.

Komentar. Predchadzajtce tvrdenie je stavebnym kamefiom mnohych tloh o spoloénych nasobkoch



a deliteloch, najmé mySlienka zapisu prirodzenych &isel a a b v tvare a = ud a b = vd, kde u a v su
prirodzené ¢isla také, ze (u,v) = 1 a d = (a,b) najde uplatnenie velmi ¢asto.

Uloha 8.4. [64-1-5-N4] Plati pre kazdeé tri prirodzené ¢sla a, b, ¢ a ich najvicsi spoloény delitel
d a ich najmensi spolo¢ny nasobok n rovnost abc = nd?

RieSenie. Neplati, uvedieme protipriklad. Napriklad pre ¢isla 15,18 a 24 je d = (15,18,24) = 3,
n = [15,18,24] = 360. Dalej 15 - 18 - 24 = 6480 a (15,18, 24) - [15, 18, 24] = 3 - 360 = 1080, to viak nie
st rovnaké ¢isla a tvrdenie neplati.

Komentar. Vieobecneji pohlad na predchadzajtci problém by sme dostali skrz pohTad na expo-
nenty prvocisel, z ktorych sa &isla a, b, ¢ zlozené. Skiimand rovnost nastane len v pripade, Ze st vSetky
tri &isla navzajom po dvoch nesudelitelné.

Zaroven uloha demongtruje rieSenie uvedenim protiprikladu, ¢o je princip, s ktorym sme sa v semi-
naroch zatial nestretli a jeho spomenutie je uréite vhodné.

Uloha 8.5. [64-1-5-N5] Ak maju prirodzené &sla a, b najvicsieho spoloéného delitela d, maja
rovnakého najvicgieho spolo¢ného delitela aj &isla a, b, a — b, a + b. Dokazte. Plati rovnakeé
tvrdenie pre najmensi spoloény nasobok?

RieSenie. Najvicsi spolo¢ny delitel tychto styroch ¢isel nebude urcite viacsi ako d (ak by bol, potom
by d nebol najvadési spolocny delitel ¢isel a a b, ¢o by bolo v spore s predpokladom tlohy). Staci teda
ukézat, ze d deli a +b a a — b. Ak zapiSeme a a b v tvare a = ud a b = vd, pri¢om pre prirodzené ¢isla
u, v plati (u,v) = 1, bude potom a + b = ud + vd = (u +v)d, a — b = ud — vd = (u — v)d. Vidime, 7e
d deli sucet aj rozdiel ¢isel a a b, tvrdenie je teda dokazané.

Tvrdenie pre najmens${ spolo¢ny nasobok neplati, uvedieme protipriklad. Pre éisla a = 12, b = 8§,
a+b=20,a—b=4,[12,8] =24, aviak [12,8, 20, 4] = 120.

Komentar. Uloha precvicuje dokaz vieobecného tvrdenia a opit prinasa protipriklad ako dostatocny
argument.

Uloha 8.6. [61-1-3-N4, resp. 50-1I-1] Najdite vietky dvojice prirodzenych ¢isel a,b, pre ktoré
plati a + b+ [a, b] + (a,b) = 50.

RieSenie*. Polozme a = ud, b = vd, kde d je najvicsi spolo¢ny delitel &sel a,b, prirodzené ¢isla
u, v st nesudelitelné a [a,b] = wvd. Podla zadania ma platit ud + vd + uvd + d = 50. Inak napisané,
(1 +u)(1+ v)d = 50. Najdime preto vSetky rozklady ¢isla 50 na sucin troch prirodzenych ¢isel d, u +
+1,v 41, z ktorych posledné dve st vicsie ako 1. Bez ujmy na vSeobecnosti mdzeme predpokladat, ze
a < b, tj. u <wv. Dostaneme nasledujice moznosti.

dlu+1l|v+1l|u| v |a]| b
1 2 25 1124|124
1 5 10 419 |49
2 5 5 41 4 |8 8
5 2 5 1141|5120

V pripade d = 2 dostaneme u = v = 4, to je v8ak spor s tym, Ze u a v si nesidelitelné. Preto ma
tloha prave tri riesenia.



Komentar. Uloha okrem vhodného zapisania ¢isel a, b a [a,b] vyzaduje e$te vhodni tpravu rov-
nosti zo zadania, opit tak kombinuje algebraické poznatky s poznatkami z oblasti teorie Cisel.

Uloha 8.7. [61-S-1] Najdite vietky dvojice prirodzenych &isel a,b, pre ktoré plati rovnost
mnozin

{a-[a,b],b- (a,b)} = {45,180}.

RieSenie*. Z danej rovnosti vyplyva, ze ¢islo b je neparne (inak by obe ¢isla nalavo boli parne), a
teda ¢islo a je parne (inak by obe &isla nalavo boli nepérne). Rovnost mnozin preto musi byt splnen4
nasledovne:

a-la,b]=180 a b-(a,b) =45. (1)

KedZe ¢islo a deli &slo [a,b], je ¢islo 180 = 22 - 32 - 5 delitelné druhou mocninou (parneho) é&isla a,
takze musi platit bud a = 2, alebo a = 6.
V pripade a = 2 (vzhladom na to, ze b je neparne) plati

a-la,b] =2-[2,b] =2-2b=4b,

¢o znamend, ze prva rovnost v 1 je splnend jedine pre b = 45. Vtedy b- (a,b) = 45 - (2,45) = 45, takze
je splnend aj druhé rovnost v 1, a preto dvojica a = 2,b = 45 je rieenim ulohy.
V pripade a = 6 podobne dostaneme

a-la,b] =6-[6,b] =6-2-[3,b =12-[3,],

¢o znamend, ze prva rovnost v 1 je splnend prave vtedy, ked [3,b] = 15. Tomu vyhovuja jedine hod-
noty b =5 a b = 15. Z nich vSak iba hodnota b = 15 splita druht rovnost v 1, ktora je teraz v tvare
b- (6,b) = 45. Druhym rieSenim tlohy je teda dvojica a = 6, b = 15, ziadne d’alsie rieSenia neexistuju.
Zdver. Hladané dvojice st dve, atoa=2,b=45aa=6,b = 15.

Iné rieSenie*. Oznatme d = (a,b). Potom a = ud a b = vd, pricom u,v su nesiadelitelné priro-
dzené ¢isla, takze [a,b] = uvd. Z rovnosti

a-la,b] =ud-uvd = v*vd*> a b-(a,b) =vd-d=vd?

vidime, ze ¢islo a - [a, b] je u>-nasobkom ¢&isla b - (a, b), takZe zadana rovnost mnozin moze byt splnené
jedine tak, ako sme zapisali vztahmi (1) v prvom rieeni. Tie teraz mozeme vyjadrit rovnostami

wvd?> =180 a wvd? = 45.

Preto plati u? = 180/45 = 4, ¢ize u = 2. Z rovnosti vd?> = 45 = 32 .5 vyplyva, ze bud d = 1 (a
v =45), alebo d =3 (a v =5). V prvom pripade a =ud =2-1=2ab=wvd =45-1= 45, v druhom
a=ud=2-3=6ab=vd=5-3=15.

Pozndmka. Kedze zo zadanej rovnosti okamzite vyplyva, ze obe &isla a, b si delitel'mi ¢isla 180 (takym
delitelom je dokonca aj ich najmensi spolo¢ny nasobok [a,b]), je mozné tlohu vyriesit roznymi inymi
cestami, zaloZenymi na testovani kone¢ného poc¢tu dvojic konkrétnych ¢isel a a b. Takyto postup urych-
lime, ked vopred zistime niektoré nutné podmienky, ktoré musia ¢isla a, b spliiat. Napriklad spresnenie
rovnosti mnozin na dvojicu rovnosti (1) mozno (aj bez pouZitia uvahy o parite Cisel a,b) vysvetlit
v8eobecnym postrehom: sucin a - [a,b] je vzidy delitelny stcinom b - (a,b), pretoZze ich podiel mozno
zapisat v tvare

a-[a,b a la,b]

b-(a,b) (a,b) I; ’

teda ako sucin dvoch celijch Cisel.



Komentar. Uloha je zloZitejdia ako predchadzajuce, da sa vak riedif mnohymi sposobmi a bude
iste zaujimavé vidiet rézne Studentské rieSenia. Je taktieZ vhodnym miestom na to, aby sme Studentov
nechali diskutovat o pristupoch medzi sebou a pripadne sktgali hladat slabiny jednotlivych zdévodneni.
Uréite povazujeme za vhodné zmienit poslednii rovnost z poznamky, kedZe ide o zaujimavy postreh a
metdda vhodného zapisania tvaru zlomku je uzitoéné nielen tu. Na tito ulohu nadvizuje komplexnejsia
domaéca praca, ktora v8ak vychadza z velmi podobného principu.

Uloha 8.8. [64-1-5] Rozdiel dvoch prirodzenych &isel je 2010 a ich najvicsi spoloény delitel je
2014-krat mensf ako ich najmensi spolo¢ny nasobok. Uréte vSetky také dvojice &isel.

Riesenie*. Oznac¢me hladané ¢isla a a b (a > b) a d ich najvacsi spolo¢ny delitel. Potom a = ud,
b = vd, pricom u > v st nestudelitelné ¢isla. KedZe najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel a, b je islo uvd,
dosadenim do zadanych vztahov dostaneme rovnosti

a—b=(u —v)d=2010,

uvd = 2014d, ¢ize wwv = 2014.

Podla rozkladu na suc¢in prvocisel 2014 = 2 - 19 - 53 vypiSeme vietky mozné dvojice (u,v) a pre kazdu
7 nich sa presvedéime, & &slo u — v je delitelom ¢&isla 2010. V pozitivnom pripade prislugny podiel
udéava ¢islo d a vypocet neznamych a = ud a b = vd je uz jednoduchy:
a) u=2014av=1u—v = 2013 nedeli 2 010;
b) u=19-53=1007av =2: u—v = 1005|2010, d =2, a = 1007-2=2014,b=2-2 =4;
c)u=2-53=106 av=19: u—v = 87 nedeli 2 010;
d)u=53av=2-19=38 u—v=15|2010, d =134, a = 53 - 134 = 7102, b = 38 - 134 = 5092.
Zdver. Hladané &isla tvoria jednu z dvojic (2014, 4) alebo (7102,5092).

Komentar. Uloha neprinasa ziadne nové poznatky a principy, je vS8ak vhodné na trénovanie rieSe-
nia sustavy dvoch rovnic s dvomi nezndmymi a opét tak vytvori prepojenie s minulymi seminarmi.

Uloha 8.9. [60-1-5-D3] Najdite vietky dvojice kladnych celych ¢isel a, b, pre ktoré ma vyraz

a 14b

b o 9a
celoCiselntt hodnotu.

RieSenie*. Nech d = (a,b), potom a = ud, b = vd pre nesudelitelné prirodzené u a v. Skimany vyraz
bude po dosadeni (9u? + 14v?)/(9uv), takze 9u | 14v? a z nestdelitelnosti u a v mame u | 14, navyse
3 | v. Podobne v | 9; vyskuSame kone¢ne vela moznosti.

Komentar. Uloha je zaujimava tym, ze pracu s najvacsim spoloénym delitelom obsahuje nepriamo a
vyuZziva tiez poznatky o delitelnosti z minulého seminara.

Uloha 8.10. [60-1-5] Dokaite, 7e najmensi spoloény nasobok [a, b] a najvicsi spolocny delitel
(a,b) TubovoInych dvoch kladnych celych éisel a, b spliaji nerovnost

a-(a,b)+b-[a,b] > 2ab.

Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastane rovnost.



RieSenie*. Nerovnost by bolo Tahké dokazat, ak by niektory z dvoch sitancov na lavej strane bol

sam o sebe aspoil taky, ako prava strana. Cislo [a,b] je zjavne nasobkom &isla a. Ak [a,b] > 2a, tak
bla,b] > 2ab a v zadanej nerovnosti plati dokonca ostra nerovnost, lebo &slo a(a,b) je kladne. Ak
[a,b] < 2a, tak neostava inad moznost ako [a,b] = a. To v8ak nastane iba v pripade, ked b | a. V tomto
pripade (a,b) = b a v zadanej nerovnosti nastane rovnost.

Iné rieSenie*. Oznalme d = (a,b), takze a = ud a b = vd pre nesidelitelné prirodzené &sla u,v.
Z toho hned vieme, Ze [a,b] = uvd. Kedze

a-(a,b) +b-[a,b] = ud® 4+ uwwd* = u(l 4 v*)d?,
2ab = 2uvd?,

je vzhladom na ud? > 0 nerovnost zo zadania ekvivalentna s nerovnostou 1+v? > 2v, ¢ize (v—1)2 > 0,
¢o plati pre kazdé v. Rovnost nastane prave vtedy, ked v =1, ¢ize b | a.

Iné riesenie*. Oznac¢me d = (a,b). Je zname, 7e [a, b] - (a,b) = ab. Po vyjadreni [a, b] z tohto vztahu,
dosadeni do zadanej nerovnosti a ekvivalentnej aprave dostaneme ekvivalentni nerovnost d?+b2 > 2bd,
ktora plati, lebo (d — b)? > 0. Rovnost nastéva pre d = b, ¢ize v pripade b | a.

Komentar. Na uspesné zvladnutie tlohy je opét potrebna znalost z predchidzajuceho seminéra o ne-
rovnostiach a taktieZ ponika 8Siroké spektrum pristupov, takze bude zaujimavé sledovat, ako k nej
Studenti pristapia.

Domaca praca

Uloha 8.11. [61-1-3] Najdite vSetky trojice prirodzenych ¢isel a, b, ¢, pre ktoré plati mnozinova
rovnost

{(a,b), (a,c), (b,c),[a,b],a,c,[b, ]} ={2,3,5,60,90,180},

pricom (z,y) a [z, y] oznafuje postupne najvacsi spolotny delitel a najmensi spolotny nasobok
¢isel x a y.

RieSenie*. Prvky danej mnoziny M rozlozime na prvocinitele:
M =1{2,3,52%-3.52-3%.52%.3%.5}.

Odtial vyplyva, 7e v rozklade hTadanych é&isel a, b, ¢ vystupuja iba prvocisla 2, 3 a 5. Kazdé z nich je
pritom prvocinitelom prave dvoch z Cisel a, b, c: keby bolo prvocinitelom len jedného z nich, chybalo
by v rozklade troch najvacsich spoloénych delitelov a jedného najmensiecho spolo¢ného nasobku, teda
v §tyroch ¢islach z M ; keby naopak bolo prvodinitelom vsetkych troch ¢isel a, b, ¢, nechybalo by v roz-
klade Ziadneho ¢isla z M. Okrem toho vidime, ze v rozklade kazdého z &isel a, b, ¢ je prvocislo 5 najviac
v jednom exemplari.

Podla uvedenych zisteni mézeme é&isla a, b, ¢ usporiadat tak, Ze rozklady ¢isel a,b obsahuju po
jednom exemplari prvoéisla 5 (potom (¢,5) = 1) a ze (a,2) = 2 (ako vieme, aspoil jedno z Cisel a, b
musi byt parne). Cislo 5 z mnoziny M je potom nutne rovné (a,b), takze plati (b,2) = 1, a preto
(b,3) = 3 (inak by platilo (b,c) = 1), odtial zase s ohladom na (a,b) = 5 vyplyva (a,3) = 1. Mame
teda a =5-2%ab=2>5-3! pre vhodné prirodzené &isla s a t.

Z rovnosti [a,b] = 2° - 3 - 5 vyplyva, Ze nastane jeden z troch nasledujicich pripadov.

(1) 2%-3"-5 =60 = 22-3'.5. Vidime, %e plati s =2 a t = 1, ¢ze a = 20 a b = 15. Lahko uréime,
7e tretim ¢islom je ¢ = 18.

(2) 2°-3'.5=90=2'-32.5. V tomto pripade a = 10, b = 45 a ¢ = 12.

(3)2%-31.5=180=2%2.32.5. Teraz a = 20, b = 45 a ¢ = 6.

Zaver. Hladané ¢isla a, b, ¢ tvoria jednu z mnozin {20, 15,18}, {10, 45,12} a {20,45,6}.

Iné rieSenie*. V danej rovnosti je mnoZina napravo tvorend $iestimi roznymi ¢islami vac§imi ako



1, takze &sla (a,b), (a, ¢), (b, ¢) musia byt netrivialnymi delitelmi postupne &sel [a, b], [a, c], [b, ¢]. Cisla
2, 3, b ale ziadne netrivialne delitele nemaji, musi teda platit

{(a,b), (a,c),(b,0)} ={2,3,5} a {la,bl,][a,d],[b,c]} ={60,90,180}.

Pretoze poradie ¢isel a,b, ¢ nehra ziadnu ulohu, mozeme predpokladat, ze plati (a,b) = 2, (a,c) = 3 a
(b,c) = 5. Odtial vyplyvaju vyjadrenia

a=2-3-x=6zx, b=2-5-y=10y, ¢c=3-5-z =15z

pre vhodné prirodzené ¢isla x,y, z. Zo znamej rovnosti [x,y] - (z,y) = zy tak dostaneme vyjadrenia
najmengich spoloénych nasobkov v tvare

-1 -1 10y - 1
[a,b] = w =30zy, [a,c]= b 3 % 30xz, [b,c] = w

= 30y=z.

Z rovnosti {30zy, 302z, 30yz} = {60, 90,180} upravenej na {zy, xz,yz} = {2, 3,6} potom vdaka tomu,
7e 2 a 3 st prvodisla, vyplyva {z,y, z} = {1, 2, 3}. PretoZe z podmienky 5 = (b, c¢) = (10y, 152) vyplyva
y # 3 a z # 2, prichddzaju do uvahy len trojice (z,y, z) rovné (1, 2, 3), (2, 1, 3) a (3, 2, 1), ktorym
postupne zodpovedaju trojice (a, b, c) rovné (6, 20, 45), (12, 10, 45), (18, 20, 15). Skuskou sa presved-
¢ime, ze v8etky tri vyhovuji mnozinovej rovnosti zo zadania tlohy.

Uloha 8.12. [63-S-2] Cisla 1, 2,..., 10 rozdelte na dve skupiny tak, aby najmensi spolo¢ny
nasobok sicéinu vsetkych ¢isel prvej skupiny a stcinu vsetkych éisel druhej skupiny bol ¢o naj-
mensi.

RieSenie*. Pre uvazované suciny a a b urcite plati a -b = 1-2-...-10 = 28-.3%.52.7. Aspon
jedno z cisel a, b je preto delitelné 24, aspoi jedno delitelné 32, aspoi jedno delitelné 5 a prave jedno
delitelné 7. Pre najmensi spolo¢ny nasobok n &sel a,b preto plati n > 2*.32.5.7 = 5040, pritom
rovnost tu nastane prave vtedy, ked ani jedno z &isel a, b nebude delitelné ziadnym z ¢isel 2°, 33 a 52.

Ak zvolime napriklad a =2-3-4-5-6=720ab=1-7-8-9-10 = 5040, bude najmensi spolo¢ny
nésobok oboch ¢isel prave 5040. Tym je ukdzané, Ze 5040 je naozaj najmensia zo vSetkych moznych
hodnét n.

I ked bolo dlohou najst iba jeden priklad, pre tplnost uvedieme vEetky rozdelenia s miniméalnou
hodnotou n = 5040:

Prva skupina ¢isel Druhé skupina éisel

2,3,4,5,6 1,7,8,09, 10
3,5, 6,8 1,2,4,7,9, 10
2,5,8,9 1,3,4,6,7, 10

1,2,3,4,5,6 7,8, 9, 10
1,3,5,6,8 2,4,7,9,10
1,2,5,8,9 3,4,6,7, 10

2,3,4,5,6,7 1,8,9,10
3,56, 7,8 1,2, 4,9, 10
2,5,7,8,9 1,3, 4,6, 10

1,2,3,4,5,6,7 8,9, 10

1,3,56,7,8 2,4, 9, 10

1,2,5,7,8,9 3,4, 6, 10

Najst ich nie je tazke, ked si uvedomime, 7e &isla 1 a 7 mézeme dat do Tubovol'nej z oboch skupin,
zatial ¢o v tej istej skupine spolu nemdzu byt 4 s 8, 58 10, 3 s 9 ani 6 s 9; s 8 spolu moZe byt prave
jedno z parnych ¢isel 2, 6 a 10. Ziskame tak iba tri zakladné rozdelenia (prvé tri riadky tabulky),
z ktorych mozno kazdé §tyrmi spdsobmi doplnit ¢islami 1 a 7.



Pozndmka. Ulohu mozno vyriegit aj bez vypoctu saéinu a - b. Delitelnost n ¢slami 32,5 a 7 vyplyva
z ich priameho zasttipenia medzi rozdelovanymi &islami, delitelnost ¢islom 2% z jednoduchej tvahy
o rozdelen{ v8etkych piatich parnych ¢isel: ak nie je ¢islo 8 vo svojej skupine ako parne jediné, je vSetko
jasné, v opafnom pripade st v rovnakej skupine &isla 2, 4 a 6 (aj 10, ale to uz ani nepotrebujeme).

Dopliiujice zdroje a materialy

Materialy vhodné na dalgie poéitanie nijdeme v minulom seminari. KedZe témy st si velmi blizke,
publikicie zvyZajne obsahuju ulohy zamerané na obe témy.

Matematicky semindr pre talentovanyjch studentov
https://seminar-mo.sk/



