Seminar 9: Teéria ¢isel III — tlohy o cifernych zapisoch

Ciele

Precvicenie 1loh zaoberajucich sa cifernymi zapismi, pouZitie rozvinutého zépisu ¢isla a uvah o deli-
telnosti pri rieseni tychto tloh.

Uvodny komentar

Seminar nie je naroény z pohladu objemu novych poznatkov, nemalé tsilie v8ak bude vyZzadovat
systematicka praca, vyuzitie poznatkov o delitelnosti z predchadzajicich seminarov, zvazenie vietkych
moznych variantov & hladanie spravneho riefenia efektivnej§im spdsobom ne7z vypisanim v8etkych
mo7znosti.

Ulohy a rieSenia

Uloha 9.1. [59-1-6-N1] Trojciferné &fslo sa konéi cifrou 4. Ak tato cifru presunieme na prvé
miesto (a ostatné dve cifry nechame bez zmeny), dostaneme &islo, ktoré je o 81 mengie ako
povodné ¢islo. Uréte pdvodné Eislo.

RieSenie. Oznatme prvé dve cifry hladaného trojciferného ¢isla a a b. Zadanie potom mézeme prepi-
sat do nasledujicej rovnice 100a + 106+ 4 = 4 - 100 + 10a + b + 81. Po dprave a vydeleni celej rovnosti
deviatimi dostavame 10a + b = 53. Kedze a aj b st kladné jednociferné ¢isla (pretoze su to cifry), je
zrejmé, 7e a = 5 a b = 3. Hladanym trojcifernym &slom je tak ¢islo 534, ¢o potvrdi aj skagka spravnosti.

Komentar. Uloha je v porovnani s tym, ¢o v semindrnom stretnuti nasleduje, jednoducha, osviezi
vSak Studentom ¢asto pouzivanu myslienku: ¢islo abc moézeme zapisat v tvare 100a + 10b + ¢. Ta vy-
uzijeme v mnohych dalgich tlohéch.

Uloha 9.2. [ [Holl10], tloha 20, str. 110] Najdite vSetky prirodzené dvojciferné ¢isla, ktoré sa
rovnaju dvojnésobku sucinu svojich cifier.

RieSenie*. Ozna¢me nage hladané ¢islo ab. Zadanie potom mézeme napisat ako 10a+b = 2ab, pricom
a # 0 (inak by hladané ¢islo nebolo dvojciferné). Taktiez b # 0, pretoze 10a + b = 2ab > 0. KedZze
¢isla 10a a 2ab st parne, musi byt parne aj b, teda b = 2k, k € {1,2,3,4}. VyuZitim tohto poznatku
mozeme rovuicu z uvodu rieSenia upravit na tvar 10a = b(2a — 1) = 2k(2a — 1), teda 5a = k(2a — 1)
Preto bud 5 | k alebo 5 | (2a —1). Kedze ale k € {1,2,3,4}, plati 51 k a preto musi platit 5 | (2a — 1).
Jediné moznosti, ktoré tuto podmienku splhaja, st @ = 3 alebo a = 8. Ak je a = 8, dostavame zo
zadania 10 -8 +b = 2-8-b, teda b = 16/3. To v8ak rieSenim tlohy byt nemoze, pretoze b musi byt
celé jednociferné ¢islo. Preto ostava len moznost a = 3, odkial odvodime b = 6. Skugkou overime, 7e
néajdené ¢islo 36 vyhovuje zadaniu.

Komentar. Uloha ma kratke a jednoduché zadanie, jej rieSenie viak vyzaduje uplatnenie znalosti o
delitelnosti aj zapis ¢isla v rozvinutom tvare.

Uloha 9.3. [61-11-2] Janko ma tri karticky, na kazdej je ind nenulové cifra. Stucet vietkych

.....

jedného z nich. Aké cifry st na kartickach?

RieSenie*. Ozna¢me abc to trojciferné ¢islo, o ktorého trojnasobku sa piSe v texte tlohy. Plati tak
rovnica
3abc 4 6 = abc + acb + bac + bea + cab + cba



KedZe na pravej strane je kazda z cifier a, b, ¢ dvakrat na mieste jednotiek, desiatok aj stoviek, moZeme
rovnicu prepisat na tvar

300a + 300 + 3¢ + 6 = 222a + 222b + 222¢, cize 78a + 6 = 1920+ 219c.

Po vydeleni ¢islom 3 dostaneme rovnicu 26a + 2 = 64b + 73c, z ktorej vidime, Ze ¢ je parna cifra. Plat{
preto ¢ > 2, ¢o spolu so zrejmou nerovnostou b > 1 (pripominame, Ze vSetky tri nezname cifry st
podl'a zadania nenulové) vedie k odhadu

64b 4 73c > 64 + 146 = 210.

Musi preto platit 26a + 2 > 210, odkial a > (210 — 2) : 26 = 8, takze cifra a je bud 8, alebo 9. Pre
a = 8 v8ak v nerovnosti z predoglej vety nastane rovnost, takze nutne b = 1 a ¢ = 2 (a rovnica zo
zadania tlohy je potom splnend). Pre a = 9 dostavame rovnicu

64b 4 73c =26 - 9 + 2 = 236,

z ktorej vyplyva, Ze ¢ je jednak delitelné §tyrmi, jednak je mensie ako 4, ¢o nemoZe nastat sacasne.
Zaver. Cifry na karti¢kach su 8, 2 a 1.
Pozndmka. Riedit odvodena rovnicu 26a + 2 = 64b+ 73c pre nezname (nenulové a navzajom rozne)
cifry a, b, c mozno viacerymi uplnymi a systematickymi postupmi, uviedli sme len jeden z nich.

Komentar. Uloha je zloZitejsia nez tivodné dve. Vychadza sice z rozvinutého zépisu ¢isla, aviak vy-
zaduje dodato¢nu netrividlnu analyzu. Bude preto iste zaujimavé diskutovat so Studentmi o tom, ako
k pristupovali k rieSeniu rovnice 26a + 2 = 64b + 73c.

Uloha 9.4. [63-1I-1] Najdite vietky trojice (nie nutne réznych) cifier a, b, ¢ také, ze pitciferné
¢isla 6abc3d a 3abcb st v pomere 63 : 36.

Riesenie*. Zostavime a vyrieSime rovnicu pre nezname cifry a, b, ¢, ktort vd'aka tvaru zadanych &isel
mozeme zapisat rovno pre jedind neznamu x = 100a 4 100 + c:

60000 + 10z +3 _ 63 _ 7
30000+ 10z +3 ~ 36 4’
40z + 240012 = 70z + 210042,

30z = 29970,
x = 999.

Zaver. Ndjdenému x zodpoveda trojica cifier a = b = ¢ = 9. Uloha m4 jediné rieSenie.

Komentar. Uloha prindga zaujimavt myslienku zjednodugenia zapisu, ktory potom vedie k riege-
niu jednoduchej linearnej rovnice. Aj napriek tomu, Ze rieSenie nevyzaduje mnoho poditania, ukryva
tloha zaludnost v podobe toho, Ze Studenti mézu prist k spravnemu rieSeniu nespravnymi Gvahami.
Viac o tejto konkrétnej ulohe a jej uskaliach je mozné najst v ¢lanku [Stél&')], ktory povazujeme za
hodny prestudovania.

Uloha 9.5. [57-1-6-D2, resp. 53-11-4] Ziaci mali vypocitat priklad  + y - z pre trojciferné
¢islo x a dvojciferné ¢isla y, z. Martin vie nésobit a s¢itat ¢isla zapisané v desiatkovej sustave,
ale zabudol na pravidlo prednosti ndsobenia pred séitanim. Preto mu vyslo sice zaujimavé ¢&islo,
ktoré sa piSe rovnako zlava doprava ako sprava dolava, spravny vysledok bol ale o 2004 mensi.
Urcte ¢isla x, y, z.



RieSenie*. Martin vypocital hodnotu (x 4 y)z namiesto x + yz, takze podla zadania plati
(x4+y)z— (x +yz) =2004, ¢ize z-(z —1)=2004 =12-167,

pricom 167 je prvocislo. Cinitele z a z — 1 ur¢ime, ked si uvedomime, 7e z je dvojciferné &islo, takze
9 <z —1<98. Vidime, 7e nutne z — 1 = 12 a x = 167, odkial z = 13. Martin teda vypocital &islo
V =(167+y)-13. Cislo V je preto §tvorciferné, a pretoZe sa ¢ita spredu rovnako ako zozadu, mé tvar
abba = 1001a+110b. Pretoze 1001 = 13-77, musi platit rovnost (167 4y)-13 = 13-77a+ 110b, z ktorej
vyplyva, ze Cislica b je delitelna trindstimi, takze b = 0. Po dosadeni dostaneme (po deleni trinéstimi)
rovnost 167 + y = 77a, ktora vzhladom na nerovnosti 10 < y < 99 znamena, Ze ¢islica a sa rovné 3,
takze y = 64.

V druhej Casti rieSenia sme mohli postupovat aj nasledovne. Pre ¢islo V. = (167 + y) - 13 vy-
chadzaja z nerovnost! 10 < y < 99 odhady 2301 < V< 3458. Zistime preto, ktoré z Cisel 2002,
kde b € {3,4,5,6,7,8,9} a cisel 3bb3, kde b € {0,1,2,3,4}, st delitelné trinastimi. Aj ked sa tychto
dvanést ¢isel d4 rychlo otestovat, urobme to vSeobecne ich ¢iastoénym vydelenim trindstimi:

2062 = 2002 + 110b = 13 - (154 + 8b) + 6b,
3063 = 3003 + 110b = 13 - (231 + 8b) + 6b.

Vidime, Ze vyhovuje jedine &islo 3bb3 pre b = 0. Vtedy 167 + y = 231, takze y = 64.
Zaver. Ziaci mali pocitat priklad 167 + 64 - 13, teda x = 167, y = 64 a z = 13.

Komentar. Na prvy pohlad sa méze zdat, ze tiloha nepatri do tohto seminéra, ako sa viak v priebehu
rieSenia ukdZe, ma tu svoje miesto. Taktiez zaujimavym spodsobom spaja poznatky o delitelnosti, prip.
sa v jej rieSenf uplatnia odhady — tato metddu sme uz taktiez v dnesnom semindri vyuzili.

Uloha 9.6. [58-1-3-N1, resp. 56-S-1] Uréte pocet vietkych Stvorcifernych prirodzenych éisel,
ktoré sa delitelné Siestimi a v ktorych zapise sa vyskytuja prave dve jednotky.

RieSenie*. Aby &islo bolo delitelné Siestimi, musi byt parne a mat ciferny sacet delitelny tromi.
Ozna¢me teda b ¢islicu na mieste jednotiek (t4 musi byt parna, b € {0,2,4,6,8}) a a tu &slicu, ktora
je spolu s ¢islicami 1, 1 (a # 1) na prvych troch miestach §tvorciferného &isla, ktoré splita poziadavky
ulohy. Aby bol sucet ¢islic a+1+1+b takého ¢isla delitelny tromi, musi ¢islo a+b davat po deleni tromi
zvysok 1. Pre b € {0,6} tak mame pre a moznosti a € 4,7 (a # 1), pre b € {2,8} méame a € {2,5,8}
a konefne pre b = 4 mame a € {0,3,6,9}. Pre kazdé zvolené b a zodpovedajice a # 0 st zrejme tri
moznosti, ako &fslice 1, 1 a a na prvych troch miestach usporiadat, to je spolu (2-2+4+2-3+3)-3 =39
moznosti, pre a = 0 (ked b = 4) potom su len dve moznosti (¢islica nula nemdze byt prva islica
Stvorciferného ¢isla).

Celkom existuje 41 &tvorcifernych prirodzenych éisel, ktoré splitaju podmienky.
Alternativnym postupom je vypisanie vSetkych moZznosti na zdklade ciferného suctu, ktory musi
byt delitelny troma a zaroven sa koncit parnou cifrou.

Komentar. Uloha vyuziva poznatky o delitelnosti, takze pekne nadviizuje na predchadzajuce se-
mindre. TieZ je prvou tlohou o cifernom zapise, v rieSeni ktorej nevyuzijeme rozvinuty zapis ¢isla, ale
skor intuitivne kombinatorické avahy.

Ak sa Studenti vyberu cestou vypisovania v8etkych moznych kombindacii, skisime ich povzbudit,
aby ich usilie bolo ¢o najsystematickejsie a efektivne, prip. prediskutujeme, ¢i sa rieSenie da najst aj
inou cestou.

Uloha 9.7. [58-1-3-N2, resp. 54-1-5]  Uréte pocet vietkych trojic dvojcifernych prirodzenych
¢isel a, b, ¢, ktorych sudin abc ma zapis, v ktorom su vsetky cifry rovnaké. Trojice liSiace sa len



poradim &isel povazujeme za rovnaké, t.j. zapocitavame ich iba raz.

RieSenie*. Pre dvojmiestne ¢isla a, b, ¢ je sucin abe ¢islo Stvormiestne, alebo pétmiestne, alebo Sest-
miestne. Ak si teda v8etky Cislice ¢isla abe rovné jednej Cislici k, plati jedna z rovnosti abc = k - 1111,
abc = k - 11111 alebo abc = k - 111111, k € {1,2, ...,9}.

Cisla 1111 = 11-101 a 11111 = 41 - 271 vSak maji vo svojom rozklade trojmiestne prvocisla, takze
nemo6zu byt sucinom dvojmiestnych ¢isel. Ostava preto jedind moznost:

abc=Fk -111111 =%k -3-7-11-13 . 37.

Pozrime sa, ako mozu byt prvocisla 3, 7, 11, 13, 37 rozdelené medzi jednotlivé Cinitele a, b, c. Pretoze
sudiny 37 -3 a 3.7 - 11 su vidsie ako 100, musi byt prvocislo 37 samo ako jeden ¢&initel a zvysné Styri
prvodisla 3, 7, 11, 13 musia byt rozdelené do dvojic. KedZe aj su¢in 11-13 je vi¢si ako 100, prichadzaju
do tvahy iba rozdelenia na cinitele 3 - 11,7 - 13 a 37, alebo na cinitele 3 - 13, 7 - 11 a 37. K tymto
¢initelom eSte pripojime mozné &initele z rozkladu ¢islice k a dostaneme rieSenia dvoch typov:

a = 33k1,b=91,c=37ky, pricom ki € {1,2,3} ko € {1,2},

a=39%1,b="T77,¢c= 3Tk, pricom k; € {1, 2}, ko € {1, 2},
Hladany pocet trojic Cisel a, b, c je teda 3-2+2-2 = 10.

Komentar. Posledné tloha seminara je zaujimavé myslienkou, Ze &isla, ktoré maja vSetky cifry rov-
naké, st nasobkami ¢isel 11, 111, 1111, .... Dalsia analyza uplatni poznatky o rozklade ¢isla na stcin
prvocisel a je tak d'alsim prikladom ulohy, v ktorej musia Studenti zapojit vedomosti z predchadzajucich
seminarov.

Domaca praca

Uloha 9.8. [58-1-3] Najdite vietky dtvorciferné ¢isla n, ktoré maji nasledujtce tri vlastnosti:
V zapise ¢isla n st dve rozne cifry, kazda dvakrat. Cislo n je delitelné siedmimi. Cislo, ktoré
vznikne otocenim poradia cifier ¢isla n, je tiez Stvorciferné a delitelné siedmimi.

Riesenie*. V riegeni budeme oznacovat ¢islo, ktoré vznikne oto¢enim poradia cifier ¢isla n, ako 7.
Rozoberieme tri pripady.

(i) Cislo n ma tvar aabb, kde a, b st rozne cifry. Takze n = 1100a 4+ 11b a 7 = 1100b 4 11a. Cislo
7 mé delit ako n, tak @, teda aj ich rozdiel n — 7 = 1089(a — b) a sufet n +n = 1111(a + b). Kedze
ani ¢islo 1089, ani &islo 1111 nie st nasobkom siedmich a sedem je prvocislo, tak 7 | a—b aj 7 | a + b.
Ak pouZijeme rovnakt tvahu este raz, vidime, 7e 7| (a —b)+ (a+b) =2aa 7| (a+b) — (a —b) = 2b,
teda 7| aaT|b, cize a,b € {0,7}. Cifry a,b st navzajom rozne, preto jedna z nich musi byt 0. Ale
potom jedno z ¢isel aabb, bbaa nie je §tvorciferné. Hladané ¢islo n teda neméze mat uvedeny tvar.

(ii) Cislo n ma tvar abab. Potom 7 | n = 1010a + 101b a tiez 7 | @ = 1010b + 101a. Podobne ako
v predchédzajiucom pripade odvodime, 7ze 7 | n—7m = 909(a—b) a 7 | n+7m = 1111(a+b), a z rovnakych
dovodov ako v predchadzajicom pripade zistujeme, ze 7 | a, 7 | b. Niektora z cifier by teda musela byt
0. Cislo n tak nemoze mat ani tvar abab.

(iii) Cislo n mé tvar abba. Potom oto¢enim poradia cifier vznikne to isté &islo, takze méme jedind
podmienku 7 | 1001a 4+ 110b. KedZe 7 | 1001 a 71 110, je tato podmienka ekvivalentna s podmienkou
7|b. Preto b € {0,7}, a € {1,2, ...,9}, a # b. Vyhovuje tak v8etkych 17 ¢isel, ktoré prave uvedené
podmienky spliaja: 1001, 2002, 3003, 4004, 5005, 6006, 7007, 8008, 9009, 1771, 2772, 3773, 4774, 5775,
6776, 8778, 9779.



Uloha 9.9. [57-1-6] Klarka mala na papieri napfsané trojciferné ¢islo. Ked ho spravne vynaso-
bila deviatimi, dostala Stvorciferné ¢islo, ktoré sa zafinalo rovnakou é&islicou ako pévodné éislo,
prostredné dve ¢islice sa rovnali a posledna ¢&fslica bola stctom ¢&islic péovodného ¢&isla. Ktoré
stvorciferné ¢islo mohla Klarka dostat?

RieSenie*. Hladajme povodné ¢islo x = 100a + 100 + ¢, ktorého cifry su a,b,c. Cifru, ktora sa
vyskytuje na prostrednych dvoch miestach vysledného sicéinu, oznaéme d. Zo zadania vyplyva

9(100a + 10b + ¢) = 1000a + 100d + 10d + (a + b + ¢), (1)

pricom vyraz v poslednej zatvorke predstavuje cifru zhodnu s poslednou cifrou stéinu 9¢. To vSak
znamend, Ze nemdze byt ¢ > 5: pre také ¢ sa totiz kondi ¢islo 9c cifrou neprevySujicou 5, a pretoze
a # 0, plati naopak a +b+¢ > c > 5.

Zrejme tiez ¢ # 0 (v opa¢nom pripade by platilo a = b = ¢ = 2 = 0). Ostatné moznosti vySetrime
zostavenim nasledujucej tabulky.

]c\QC\a—I—b—I—c\a—l—b‘
119 9 8
2|18 8 6
3|27 7 4
4|36 6 2
Rovnost 1 mozno prepisat na tvar
100(b —a — d) = 10d + a + 11b — 8c. (2)

Hodnota pravej strany je aspon —72 a mensia ako 200, lebo kazdé z ¢isel a,b,c,d je najviac rovné
deviatim. Takze bud b —a —d =0, alebob—a —d = 1.

V prvom pripade po substiticii d = b — a upravime vztah 2 na tvar 8¢ = 3(7b — 3a), z ktorého
vidime, Ze ¢ je nasobkom troch. Z prvej tabulky potom vyplyva ¢ = 3,a = 4 — b, ¢o po dosadeni
do rovnice 8¢ = 3(7b — 3a) vedie k rieSeniu a = b = 2,¢ = 3. Povodné &islo je teda x = 223 a jeho
devitnasobok 9z = 2007.

V druhom pripade dosadime d = b—a—1 do 2 a zistime, ze 8¢+ 110 = 3(7b—3a). Vyraz 8c+ 110 je
teda delitelny tromi, preto &islo ¢ dava po deleni tromi zvySok 2. Dosadenim jedinych moznych hodnét
¢ =2ab=6—a do poslednej rovnice zistime, Ze a = 0, ¢o je v rozpore s tym, ze ¢islo z = 100a+10b+c¢
je trojciferné.

Zaver. Klarka dostala Stvorciferné ¢islo 2 007.

Pozndmka. Prva tabulka pontika jednoduchsi, ale numericky pracnejsi postup priameho dosadzova-
nia v8etkych pripustnych hodnét ¢isel a, b, ¢ do rovnice 1. Pocet vetkych moznosti mozno obmedzit na
desat odhadom b > a, ktory zistime pomocou vhodnej upravy vztahu 1 napriklad na tvar 2. RieSenie
uvidzame v druhej tabulke.

a 1 2 3 4 1 2 3 1 2 1
7 6 5 4 5 4 3 3 2 1

c 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4
9z || 15639 | 2349 | 3159 | 3969 | 1368 | 2178 | 2988 | 1197 | 2007 | 1026

Dopliiujice zdroje a materialy

Vybornym zdrojom tloh jednoduchsich aj zlozitejsich je [Sed61].
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