Seminar 10: Geometria I — zakladné poznatky

Ciele

Zopakovat a upevnit zékladné poznatky z planimetrie, ktoré by $tudenti mali mat zo zakladnej skoly.
Venovat sa vlastnostiam uhlov, trojuholnikov, stvoruholnikov a kruznic. Niektoré z poznatkov odvodit.

Uvodny komentar

Ked7Ze planimetria ¢astokrat nie je sicastou osnov 1. ro¢nika gymnazii, je potrebné poznatky ziakov
z tejto oblasti o to starostlivejSie zopakovat. Geometrické tlohy maja velmi ¢asto najhorsiu tspesnost
v krajskych kolach MO, ¢o moéZe mat viacero dovodov. Nepopieratelne viak studentom tréning pomdze,
preto je geometrii v priebehu roka venovanych 8 seminarov.

Zo zmienenych dovodov mé preto tento seminér odlisna Strukturu ako predchadzajice — viac ako
rieSeniu tdloh z olympidd sa venujeme opakovaniu zédkladnych vlastnost{ uhlov, trojuholnikov, Stvoru-
holnikov a kruznic, ktorych znalosti budi nenahraditelné v d'alsich piatich geometrickych seminéroch.
Spolu so Studentmi tak vytvorime zdkladnt vybavu, ktora im pomdéze v boji s geometrickymi zalud-
nostami.

Studenti by mali maf nasledujtice znalosti (volne spracované podla [KHP0O]):

> uhly

— chéapat pojmy vrcholove, vedlajgie, suhlasné a striedavé uhly, vediet najst dvojice takych
uhlov a pouzivat ich pri rieSeni tloh,

> trojuholniky
— poznat zakladné vlastnosti strén a vnutornych uhlov trojuholnika: trojuholnikova nerovnost,

sti¢et vnitornych uhlov,

— vediet popisat rozdiely medzi ostrouhlym, pravouhlym, tupouhlym, vS8eobecnym, rovnora-
mennym a rovnostrannym trojuholnikom,

— chépat pojmy os uhla, os strany, vyska, taznica, stredné priecka, kruZnica vpisana a opisané
trojuholniku a poznat ich vlastnosti,

— poznat a vediet pouzivat vzorec na vypocet obsahu trojuholnika,

— poznat a vhodne pouzivat vety o zhodnosti (sss, sus, usu, Ssu) a podobnosti (sss, sus, uu,
Ssu) trojuholnikov,

— poznat a pouzivat Pytagorovu vetu pre pravouhly trojuholnik,
> Stvoruholniky

— vediet popisat v8eobecny $tvoruholnik a jeho $pecifické pripady: rovnobeznik, §tvorec, ob-
dlznik, kosostvorec, kosodlznik, lichobeznik,

— poznat zakladné vzorce pre vypocet obsahu roznych rovnobeznikov a lichobeZnikov,

— vediet, ze uhlopriecky v pravouholniku a rovnobeZniku sa polia a vediet tento fakt vyuzit
pri rieseni uloh,

> kruznice a kruhy

— chapat pojmy kruZnica, kruh, kruznicovy oblak, dotyc¢nica, se¢nica, tetiva, stredovy a ob-

vodovy uhol,

— poznat a vediet pouzivat Talesovu kruznicu,
> riefenie konstrukénych tuloh

— néacrt, rozbor, popis kongtrukcie, diskusia o pocte rieSeni.



Komentar. Skor nez frontalny vyklad je vhodné nechat skladat mozaiku vedomosti Studentov. Ak
pracujeme s malou skupinou, mézeme o vysSie spomenutych bodoch diskutovat vSetci spolotne. Ak
semindr navstevuje viac¢sie mnozstvo zaujemcov o matematiku, rozdelime Studentov na mensie skupiny,
pricom kazda spracuje poznatky o zadanej neprazdnej podmnozine vyssie spomenutych oblasti. Tie
si potom Studenti navzajom odprezentuji, vedici seminira nepresnosti vhodnymi otdzkami koriguje.
Tato ¢ast by mala zabrat priblizne polovicu, prip. dve tretiny ¢asu vyhradeného na seminar.
Komentar. V druhej polovici (az poslednej tretine seminara) niektoré zo zékladnych tvrdeni, ktoré
budeme v priebehu dalgich stretnuti vyuzivat, dokaZzeme.

Ulohy a rieSenia

Uloha 10.1. Dokazte, ze sucet velkosti vnutornych uhlov l'ubovolného trojuholnika je 180°.

RieSenie. Vedme rovnobezku XY so stranou AB vrcholom C trojuholnika ABC, tak 7e bod C lezi
medzi bodmi X a 'Y (obr. 1). Potom |[{BAC| = |{ACX]| a |{ABC| = |£BCY|, pretoze ide o dvojice
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Obr. 1:

striedavych uhlov. Kedze |{ACX|+ |£{ACB| + |[{BCY| = 180°, pretoze uhol XCY je priamy, plati
aj |[{BAC|+ |£ABC| + |{ACB| = 180°.

Uloha 10.2. [66-1-3-N1]  Z trojuholnikovych nerovnosti medzi dlzkami stran Tubovolného
trojuholnika odvodte zndme pravidlo @ < f = a < b o porovnani velkosti vnatornych uhlov a
dlzok protilahlych stran v l'ubovolnom trojuholniku ABC.

RieSenie*. Ak je a < (3, mozeme najst vnutorny bod X strany AC, pre ktory plati [{ABX| = «, a
teda |AX| = |BX], takZe z trojuholnikovej nerovnosti |BC| < |BX|+ |XC| uz vyplyva a < b.
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Obr. 2:

Uloha 10.3. [63-1-4-N3] Dokazte vety:

a) Ak maju dva trojuholniky rovnakt vysku, potom pomer ich obsahov sa rovna pomeru dlzok
prislugnych zakladni.

b) Ak maja dva trojuholniky zhodné zikladne, potom pomer ich obsahov sa rovna pomeru
prislusnych vygok.

RieSenie. a) Ozna¢me rovnaki vysku dvoch trojuholnikov v. V trojuholniku 77 je této vyskou na



zékladiu a1, v trojuholniku 75 na zékladiiu as. Pomer obsahov tychto trojuholnikov je potom
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¢o sme cheeli dokazat.
b) Oznacme zhodna zakladiiu dvoch trojuholnikov z, v trojuholniku 7} je vyska na tato zékladiu
v1, v trojuholniku T3 je vyska na tato zédkladnu ve. Pomer obsahov trojuholnikov T1 a 75 je
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¢o je pomer prislugnych vysok.

Uloha 10.4. [61-1-5-N1] Pre vieobecny trojuholnik ABC' so stranami a, b, ¢ a obsahom S
plati pre polomer r vpisanej kruznice vzorec r = 25/(a + b + ¢). Dokézte.

RieSenie*. Stred M vpisanej kruznice rozdeluje uvazovany trojuholnik ABC na tri mensie trojuhol-
niky BOCM, ACM, ABM s obsahmi %ar, %br, %cr, ktorych sucet je S, odkial vyplyva dokazovany
VZorec.

Obr. 3:

Uloha 10.5. Dokaite, 7e uhlopriecky v rovnobezniku sa navzajom polia.

Riesenie. Oznac¢me U priesecnik uhloprie¢ok AC a BD rovnobeznika ABCD (obr. 4). KedZe uhly
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Obr. 4:

ABD a BDC su striedavé, maju rovnaka velkost. Podobne uhly BAC a ACD su rovnako velké,
pretoze su takisto dvojicou striedavych uhlov. Potom st trojuholniky ABU a CDU zhodné, kedze
sa zhoduju v jednej strane |AB| = |CD| a v dvoch k nej prilahlych uhloch. Preto aj |[AU| = |UC],
|BU| = |[UD| a tvrdenie je dokézané.

Uloha 10.6. [58-1-4-N1] Oznaéme U prieseénik uhloprie¢ok daného konvexného gtvoruholnika
ABCD. Dokazte, ze priamky AB a C'D su rovnobezné prave vtedy, ked trojuholniky ADU a
BCU maju rovnaky obsah.



Riegenie. Rovnost obsahov trojuholnikov ADU a BCU je ekvivalentna s rovnostou obsahov trojuhol-

nikov ABC a ABD so spolo¢nou stranou AB, pretoze Sapc = Sapy +SBcu a Sap = Sau +Savup
(obr. 5). Trojuholniky ABC' a ABD maju spolo¢nu zékladiiu AB, takze ich obsahy buda rovnakeé préave
vtedy, ak vy8ky na tato stranu buda rovnaké, resp. ak body C' a D budta od priamky AB rovnako
vzdialené. To nastane len v pripade, ak body C a D lezia na priamke rovnobeznej s priamkou AB, ¢o
sme chceli dokézat.
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Obr. 5:

Uloha 10.7. [64-1-4-N1] Lichobeznik ABC'D mé zékladne s dizkami |[AB| = a a [CD| = c a
jeho uhlopriecky sa pretinaji v bode U. Aky je pomer obsahov trojuholnikov ABU a CDU?

RieSenie. Trojuholniky ABU a C'DU su zrejme podobné (|[{BAU| = |{UCD|, |[{ABU| = |£CDU|,
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Obr. 6:

|L AU B| = |£CUD)|, pretoze prvé dve su dvojice striedavych uhlov, posledné dva st uhly vrcholové)
s koeficientom podobnosti k = a/c. Preto pre vysku v; na stranu AB v trojuholniku ABU a vysku
vg na stranu C'D v trojuholniku CDU plati vy /ve = k, resp. v1 = kve = (avz)/c. Potom pre pomer
obsahov trojuholnikov ABU a C DU méame
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Zavereény komentar

Na prvy pohl'ad by sa mohlo zdat, ze Studenti budu o(c)hromeni mnozstvom novych poznatkov v tomto
seminari. Dufame v8ak, Ze sa tak nestane, kedze velka vi¢Sina obsahu by mala byt prinajmengSom pove-
dom4, ak nie tplne zrozumitelna. Seminar tieZ patri k tym menej naroénym, aviak je velmi dolezitou
pripravou pred tvrds$imi oriegkami.

Domaca praca

Uloha 10.8. [58-1-2-D1] Nech k je kruznica opisana pravouhlému trojuholniku ABC's preponou
AB dizky c. Oznaéme S stred strany AB a D a E prieseéniky osi stran BC a AC' s jednym
obliikom AB kruznice k. Vyjadrite obsah trojuholnika DSFE pomocou dizky prepony c.

Riesenie. Trojuholnik DSE je pravouhly rovnoramenny s pravym uhlom pri vrchole S, pretoze od-
vesny DS a ES lezia na osiach navzajom kolmych stran. Odvesny maju dlzku 5, pretoze st to polomery
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Uloha 10.9. [58-1-2-D2| Vyjadrite obsah rovnoramenného lichobeznika ABCD so zékladiami
AB a CD pomocou dlzok a, ¢ jeho zakladni a dlzky b jeho ramien.

RieSenie. Bez ujmy na v8eobecnosti mozeme predpokladat, ze a > b. Najprv vyjadrime vygku v

pomocou dlzok zdkladni a odvesien. Nech je P pita vyiky z bodu D na stranu AB. Potom |AP| =
= (a — ¢)/2. Pouzitim Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku APD méme
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odkial v = /b2 — (%5%)2 = 1,/4b% — (a — ¢)? a preto pre obsah lichobeznika dostdvame
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Dopliiujtice zdroje a materialy

Ak Studenti budu stale neisti v pouzivani zakladnych geometrickych poznatkov, je mozné ich odkazat
na zékladogkolské ucebnice geometrie, v ktorych najdu aj jednoduchsie priklady na precvicenie, prip.
vhodnym doplnkom geometrického vzdelania je aj publikicia [Kad96].
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