
Seminár 10: Geometria I � základné poznatky

Ciele

Zopakova´ a upevni´ základné poznatky z planimetrie, ktoré by ²tudenti mali ma´ zo základnej ²koly.
Venova´ sa vlastnostiam uhlov, trojuholníkov, ²tvoruholníkov a kruºníc. Niektoré z poznatkov odvodi´.

Úvodný komentár

Ke¤ºe planimetria £astokrát nie je sú£as´ou osnov 1. ro£níka gymnázií, je potrebné poznatky ºiakov
z tejto oblasti o to starostlivej²ie zopakova´. Geometrické úlohy majú ve©mi £asto najhor²iu úspe²nos´
v krajských kolách MO, £o môºe ma´ viacero dôvodov. Nepopierate©ne v²ak ²tudentom tréning pomôºe,
preto je geometrii v priebehu roka venovaných 8 seminárov.

Zo zmienených dôvodov má preto tento seminár odli²nú ²truktúru ako predchádzajúce � viac ako
rie²eniu úloh z olympiád sa venujeme opakovaniu základných vlastností uhlov, trojuholníkov, ²tvoru-
holníkov a kruºníc, ktorých znalosti budú nenahradite©né v ¤al²ích piatich geometrických seminároch.
Spolu so ²tudentmi tak vytvoríme základnú výbavu, ktorá im pomôºe v boji s geometrickými zálud-
nos´ami.

�tudenti by mali ma´ nasledujúce znalosti (vo©ne spracované pod©a [KHP00]):

. uhly

� chápa´ pojmy vrcholové, ved©aj²ie, súhlasné a striedavé uhly, vedie´ nájs´ dvojice takých
uhlov a pouºíva´ ich pri rie²ení úloh,

. trojuholníky

� pozna´ základné vlastnosti strán a vnútorných uhlov trojuholníka: trojuholníková nerovnos´,
sú£et vnútorných uhlov,

� vedie´ popísa´ rozdiely medzi ostrouhlým, pravouhlým, tupouhlým, v²eobecným, rovnora-
menným a rovnostranným trojuholníkom,

� chápa´ pojmy os uhla, os strany, vý²ka, ´aºnica, stredná prie£ka, kruºnica vpísaná a opísaná
trojuholníku a pozna´ ich vlastnosti,

� pozna´ a vedie´ pouºíva´ vzorec na výpo£et obsahu trojuholníka,

� pozna´ a vhodne pouºíva´ vety o zhodnosti (sss, sus, usu, Ssu) a podobnosti (sss, sus, uu,
Ssu) trojuholníkov,

� pozna´ a pouºíva´ Pytagorovu vetu pre pravouhlý trojuholník,

. ²tvoruholníky

� vedie´ popísa´ v²eobecný ²tvoruholník a jeho ²peci�cké prípady: rovnobeºník, ²tvorec, ob-
d¨ºnik, koso²tvorec, kosod¨ºnik, lichobeºník,

� pozna´ základné vzorce pre výpo£et obsahu rôznych rovnobeºníkov a lichobeºníkov,

� vedie´, ºe uhloprie£ky v pravouholníku a rovnobeºníku sa polia a vedie´ tento fakt vyuºi´
pri rie²ení úloh,

. kruºnice a kruhy

� chápa´ pojmy kruºnica, kruh, kruºnicový oblúk, doty£nica, se£nica, tetiva, stredový a ob-
vodový uhol,

� pozna´ a vedie´ pouºíva´ Talesovu kruºnicu,

. rie²enie kon²truk£ných úloh

� ná£rt, rozbor, popis kon²trukcie, diskusia o po£te rie²ení.
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Komentár. Skôr neº frontálny výklad je vhodné necha´ sklada´ mozaiku vedomostí ²tudentov. Ak
pracujeme s malou skupinou, môºeme o vy²²ie spomenutých bodoch diskutova´ v²etci spolo£ne. Ak
seminár nav²tevuje vä£²ie mnoºstvo záujemcov o matematiku, rozdelíme ²tudentov na men²ie skupiny,
pri£om kaºdá spracuje poznatky o zadanej neprázdnej podmnoºine vy²²ie spomenutých oblastí. Tie
si potom ²tudenti navzájom odprezentujú, vedúci seminára nepresnosti vhodnými otázkami koriguje.
Táto £as´ by mala zabra´ pribliºne polovicu, príp. dve tretiny £asu vyhradeného na seminár.
Komentár. V druhej polovici (aº poslednej tretine seminára) niektoré zo základných tvrdení, ktoré
budeme v priebehu ¤al²ích stretnutí vyuºíva´, dokáºeme.

Úlohy a rie²enia

Úloha 10.1. Dokáºte, ºe sú£et ve©kostí vnútorných uhlov ©ubovo©ného trojuholníka je 180◦.

Rie²enie. Ve¤me rovnobeºku XY so stranou AB vrcholom C trojuholníka ABC, tak ºe bod C leºí
medzi bodmi X a Y (obr. 1). Potom |]BAC| = |]ACX| a |]ABC| = |]BCY |, pretoºe ide o dvojice
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CX Y

Obr. 1:

striedavých uhlov. Ke¤ºe |]ACX| + |]ACB| + |]BCY | = 180◦, pretoºe uhol XCY je priamy, platí
aj |]BAC|+ |]ABC|+ |]ACB| = 180◦.

Úloha 10.2. [66-I-3-N1] Z trojuholníkových nerovností medzi d¨ºkami strán ©ubovo©ného
trojuholníka odvo¤te známe pravidlo α < β ⇒ a < b o porovnaní ve©kostí vnútorných uhlov a
d¨ºok proti©ahlých strán v ©ubovo©nom trojuholníku ABC.

Rie²enie*. Ak je α < β, môºeme nájs´ vnútorný bod X strany AC, pre ktorý platí |]ABX| = α, a
teda |AX| = |BX|, takºe z trojuholníkovej nerovnosti |BC| < |BX|+ |XC| uº vyplýva a < b.
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Obr. 2:

Úloha 10.3. [63-I-4-N3] Dokáºte vety:
a) Ak majú dva trojuholníky rovnakú vý²ku, potom pomer ich obsahov sa rovná pomeru d¨ºok
príslu²ných základní.
b) Ak majú dva trojuholníky zhodné základne, potom pomer ich obsahov sa rovná pomeru
príslu²ných vý²ok.

Rie²enie. a) Ozna£me rovnakú vý²ku dvoch trojuholníkov v. V trojuholníku T1 je táto vý²kou na
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základ¬u a1, v trojuholníku T2 na základ¬u a2. Pomer obsahov týchto trojuholníkov je potom

ST1

ST2

=
1
2a1v
1
2a2v

=
a1
a2
,

£o sme chceli dokáza´.
b) Ozna£me zhodnú základ¬u dvoch trojuholníkov z, v trojuholníku T1 je vý²ka na túto základ¬u

v1, v trojuholníku T2 je vý²ka na túto základ¬u v2. Pomer obsahov trojuholníkov T1 a T2 je

ST1

ST2

=
1
2zv1
1
2zv2

=
v1
v2
,

£o je pomer príslu²ných vý²ok.

Úloha 10.4. [61-I-5-N1] Pre v²eobecný trojuholník ABC so stranami a, b, c a obsahom S
platí pre polomer r vpísanej kruºnice vzorec r = 2S/(a+ b+ c). Dokáºte.

Rie²enie*. Stred M vpísanej kruºnice rozde©uje uvaºovaný trojuholník ABC na tri men²ie trojuhol-
níky BCM , ACM , ABM s obsahmi 1

2ar,
1
2br,

1
2cr, ktorých sú£et je S, odkia© vyplýva dokazovaný

vzorec.
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Obr. 3:

Úloha 10.5. Dokáºte, ºe uhloprie£ky v rovnobeºníku sa navzájom polia.

Rie²enie. Ozna£me U priese£ník uhloprie£ok AC a BD rovnobeºníka ABCD (obr. 4). Ke¤ºe uhly

A B

CD

U

Obr. 4:

ABD a BDC sú striedavé, majú rovnakú ve©kos´. Podobne uhly BAC a ACD sú rovnako ve©ké,
pretoºe sú takisto dvojicou striedavých uhlov. Potom sú trojuholníky ABU a CDU zhodné, ke¤ºe
sa zhodujú v jednej strane |AB| = |CD| a v dvoch k nej pri©ahlých uhloch. Preto aj |AU | = |UC|,
|BU | = |UD| a tvrdenie je dokázané.

Úloha 10.6. [58-I-4-N1] Ozna£me U priese£ník uhloprie£ok daného konvexného ²tvoruholníka
ABCD. Dokáºte, ºe priamky AB a CD sú rovnobeºné práve vtedy, ke¤ trojuholníky ADU a
BCU majú rovnaký obsah.
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Rie²enie. Rovnos´ obsahov trojuholníkov ADU a BCU je ekvivalentná s rovnos´ou obsahov trojuhol-
níkov ABC a ABD so spolo£nou stranou AB, pretoºe SABC = SABU +SBCU a SABD = SABU +SAUD

(obr. 5). Trojuholníky ABC a ABD majú spolo£nú základ¬u AB, takºe ich obsahy budú rovnaké práve
vtedy, ak vý²ky na túto stranu budú rovnaké, resp. ak body C a D budú od priamky AB rovnako
vzdialené. To nastane len v prípade, ak body C a D leºia na priamke rovnobeºnej s priamkou AB, £o
sme chceli dokáza´.

A B
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U

Obr. 5:

Úloha 10.7. [64-I-4-N1] Lichobeºník ABCD má základne s d¨ºkami |AB| = a a |CD| = c a
jeho uhloprie£ky sa pretínajú v bode U . Aký je pomer obsahov trojuholníkov ABU a CDU?

Rie²enie. Trojuholníky ABU a CDU sú zrejme podobné (|]BAU | = |]UCD|, |]ABU | = |]CDU |,
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Obr. 6:

|]AUB| = |]CUD|, pretoºe prvé dve sú dvojice striedavých uhlov, posledné dva sú uhly vrcholové)
s koe�cientom podobnosti k = a/c. Preto pre vý²ku v1 na stranu AB v trojuholníku ABU a vý²ku
v2 na stranu CD v trojuholníku CDU platí v1/v2 = k, resp. v1 = kv2 = (av2)/c. Potom pre pomer
obsahov trojuholníkov ABU a CDU máme

SABU

SCDU
=

1
2av1
1
2cv2

=
aav2

c

cv2
=
a2

c2
.

Závere£ný komentár
Na prvý poh©ad by sa mohlo zda´, ºe ²tudenti budú o(c)hromení mnoºstvom nových poznatkov v tomto
seminári. Dúfame v²ak, ºe sa tak nestane, ke¤ºe ve©ká vä£²ina obsahu by mala by´ prinajmen²om pove-
domá, ak nie úplne zrozumite©ná. Seminár tieº patrí k tým menej náro£ným, av²ak je ve©mi dôleºitou
prípravou pred tvrd²ími orie²kami.

Domáca práca

Úloha 10.8. [58-I-2-D1] Nech k je kruºnica opísaná pravouhlému trojuholníku ABC s preponou
AB d¨ºky c. Ozna£me S stred strany AB a D a E priese£níky osí strán BC a AC s jedným
oblúkom AB kruºnice k. Vyjadrite obsah trojuholníka DSE pomocou d¨ºky prepony c.

Rie²enie. Trojuholník DSE je pravouhlý rovnoramenný s pravým uhlom pri vrchole S, pretoºe od-
vesny DS a ES leºia na osiach navzájom kolmých strán. Odvesny majú d¨ºku c

2 , pretoºe sú to polomery
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kruºnice opísanej trojuholníku ABC. Obsah trojuholníka DSE je 1
2 · |DS| · |DE| =

1
2 ·

c
2 ·

c
2 = c2

8 .

Úloha 10.9. [58-I-2-D2] Vyjadrite obsah rovnoramenného lichobeºníka ABCD so základ¬ami
AB a CD pomocou d¨ºok a, c jeho základní a d¨ºky b jeho ramien.

Rie²enie. Bez ujmy na v²eobecnosti môºeme predpoklada´, ºe a > b. Najprv vyjadríme vý²ku v
pomocou d¨ºok základní a odvesien. Nech je P päta vý²ky z bodu D na stranu AB. Potom |AP | =
= (a− c)/2. Pouºitím Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholníku APD máme(

a− c
2

)2

+ v2 = b2,

odkia© v =
√
b2 − (a−c

2 )2 = 1
2

√
4b2 − (a− c)2 a preto pre obsah lichobeºníka dostávame

SABCD =
1

2
(a+ c) · v =

1

4
(a+ c)

√
4b2 − (a− c)2.

Dopl¬ujúce zdroje a materiály

Ak ²tudenti budú stále neistí v pouºívaní základných geometrických poznatkov, je moºné ich odkáza´
na základo²kolské u£ebnice geometrie, v ktorých nájdu aj jednoduch²ie príklady na precvi£enie, príp.
vhodným doplnkom geometrického vzdelania je aj publikácia [Kad96].

Citácie

[Kad96] J. Kadle£ek. Geometrie v rovin¥ a v prostoru. pro st°ední ²koly. Praha: Prometheus, 1996.
isbn: 80-7196-017-9.

[KHP00] J. Kubát, D. Hrubý a J. Pilgr. Sbírka úloh z matematiky pro st°ední ²koly. Maturitní mini-

mum. 1. vydání. Praha: Prometheus, 2000. isbn: 80-7196-030-6.

Matematický seminár pre talentovaných ²tudentov

https://seminar-mo.sk/
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