Seminar 12: Geometria III — obsahy trojuholnikov a Sstvoruholnikov

Ciele

Precvicenie tloh zaoberajucich sa obsahmi trojuholnikov a §tvoruholnikov, réznorodé uréovanie obsahu,
prip. pomeru obsahov trojuholntkov v tlohach.

Ulohy a rieSenia

Uloha 12.1. [57-S-2] V danom rovnobeiniku ABCD je bod E stred strany BC a bod F
lezi vnutri strany AB. Obsah trojuholnika AFD je 15cm? a obsah trojuholnika FBE je 14 cm?.
Uréte obsah stvoruholnika FECD.

RieSenie*. Oznacme v vzdialenost bodu C od priamky AB, a = |AB| a x = |AF|. Pre obsahy troj-
uholnikov AFD a FBE (obr. 1) plati 1z -v =15, 3(a — 2) - v = 14. Odtial zv = 30, av — zv = 56.
S¢itanim oboch rovnosti najdeme obsah rovnobeznika ABCD: Sapcp = av = 86 cm?. Obsah Stvoru-
holnika FECD je teda Sppcp = Sacp — (Sarp + Srpr) = 57 cm?.
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Obr. 1: Obr. 2:
Iné rieSenie*. Trojuholniky BEF a ECF maju spolotna vysku z vrcholu F' a zhodné zakladne BE
a EC. Preto st obsahy oboch trojuholnikov rovnaké. Z obr. 2 vidime, ze obsah trojuholntka CDF je
polovicou obsahu rovnobeznika ABCD (oba utvary maju spolo¢nu zakladiu C'D a rovnaka vysku).
Druhu polovicu tvori sacet obsahov trojuholnikov AFD a BCF. Odtial Sppcp = Spcr + Scpr =
= Spcr + (Sarp + Spor) = Sarp + 3SppE = 57cm?.

Iné rieSenie*. Do rovnobeznika dokreslime usecky F'G a EH rovnobezné so stranami BC a AB
tak, ako znazoriiuje obr. 3. Rovnobezniky AFGD a FBEH s svojimi uhloprieckami DF a EF rozde-
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Obr. 3:

lené na dvojice zhodnych trojuholnikov. TakZe Sapr = Sarp = 15cm? a Syrpr = Sper = 14cm?. Zo
zhodnosti rovnobeznikov H ECG a FBEH navyse Tahko usudime, ze vSetky Styri trojuholniky FBE,
EHF, HEC a CGH su zhodné, takze obsah §tvoruholnika FECD je Sapp + 3Srpr = 57 cm?.



Komentar. Uloha je zaradena ako rozcvicka pred komplexnej$imi problémami, nie je totiz velmi
naro¢né na vyriesSenie. Pekne tiez demonstruje, ze niekedy nam vhodny pristup, nacrtok alebo spravne
nakreslend priamka v obrazku rieSenie tlohy vyznamne zjednodusi.

Uloha 12.2. [62-11-2] Vnttri rovnobeznika ABCD je dany bod K a v pase medzi rovnobezkami
BC a AD v polrovine opa¢nej k CDA je dany bod L. Obsahy trojuholnikov ABK, BCK, DAK
a DCL st Sapg = 18cm?, Spox = 8cm?, Spax = 16cm?, Sper, = 36 cm?. Vypoditajte obsahy
trojuholnikov CDK a ABL.

Riesenie*. Trojuholniky ABK a CDK majia zhodné strany AB a CD a sacet ich vy8ok vy a vy
(vzdialenosti bodu K od priamky AB, resp. CD) je rovny vyske v rovnobeznika ABC D (vzdialenosti
rovnobeznych priamok AB a C'D, obr. 4). Preto sacet ich obsahov déava polovicu su¢tu obsahu daného
rovnobeznika:

1 1 1 1 1
Sax + Scpk = 5‘AB|1}1 + 5‘0D|’Ug = §‘AB| . (1}1 —I—’Ug) = §|AB‘ U= §SABCD-
Podobne aj Spox + Spax = %SABCD, teda

Sepr = Spek + Spax — Sapk = 6cm?.

Trojuholniky ABL a DCL maji zhodné strany AB a C'D. Ak vs oznacuje prislusna vygku druhého

Obr. 4:

z nich, je vygka prvého z nich rovné v + v3, takze pre rozdiel obsahov tychto trojuholnikov plat{
1 1 1
Sapr = Spcr = 5|AB|- (v +v3) = 5|CD] - v3 = S|AB| - (v +v3 —v3) =
1 1
= 5|AB\ v = 554B0op = Spek + Spak-

Odtial vyplyva
Sapr = Spox + Spax + Spcr, = 60cm?.

Komentar. Uloha precvi¢uje pouzitie tvrdenia, ktoré sme dokézali v prvom geometrickom seminéri,
a to, ze ak maju dva trojuholniky zakladiiu rovnakej dizky, potom ich obsahy st v rovhakom pomere
ako ich vysky na tato zakladnu.



Uloha 12.3. [64-S-2] Ozna¢me K a L postupne body stran BC a AC' trojuholnika ABC, pre
ktoré plati |[BK| = 1|BC|, |[AL| = 1|AC|. Nech M je priese¢nik tse¢iek AK a BL. Vypotitajte
pomer obsahov trojuholnikov ABM a ABC.

Riesenie*. Ozname v vysku trojuholnika ABC na stranu AB, v; vysku trojuholnika ABM na stranu
AB a vy vysku trojuholnika K LM na stranu KL (obr. 5). Z podobnosti trojuholnikov LKC a ABC
(zaruenej vetou sus) vyplyva, ze |KL| = %\AB |. Z porovnania ich vySok zo spolotného vrcholu C
vidime, ze vyska v trojuholnika ABC' je rovnd trojnasobku vzdialenosti priecky K L od strany AB, teda
v = 3(v1+v2). Kedze AK a BL st priecky rovnobeziek KL a AB, vyplyva zo zhodnosti prislichajicich
striedavych uhlov podobnost trojuholnikov ABM a KLM. Kedze |KL| = %|AB|, je tiez vy = %vl, a
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Obr. 5:

preto vy 4+ ve = gvl, ¢ize
V= 3(U1 + Uz) = 5vy.

Trojuholniky ABM a ABC maju spolo¢ni stranu AB, preto ich obsahy st v pomere vySok na tuto

Komentar. Dalsia uloha, ktord precviGuje rovnaké tvrdenie ako predchadzajuca. Pomery vySok je
tentoraz potrebné urcit z podobnosti trojuholnikov. Tu sa teda uplatnia znalosti precvi¢ované na mi-
nulom semindrnom stretnuti.

Uloha 12.4. [64-11-3] Dany je lichobeznik ABCD so zékladiiami AB, CD, pricom 2|AB| =
= 3|CD|.

a) Najdite bod P vnutri lichobeznika tak, aby obsahy trojuholnikov ABP a C'DP boli v po-
mere 3 : 1 a aj obsahy trojuholnikov BCP a DAP boli v pomere 3 : 1.

b) Pre najdeny bod P ur¢te postupny pomer obsahov trojuholnikov ABP, BCP, CDP a
DAP.

RieSenie*. Predpokladajme, Ze bod P m4 pozadované vlastnosti. Priamka rovnobeZna so zakladnami

lichobeznika a prechadzajiica bodom P pretina ramena AD a BC postupne v bodoch M a N (obr. 6).
Ozna¢me v vy$ku daného lichobeznika, v; vysku trojuholnika CDP a ve vysku trojuholnika ABP. a)
KedZze obsahy trojuholnikov ABP a CDP st v pomere 3 : 1, plati

AB D 1 |AB
ABlos |CDloy _ | 0w L |AB|_

1 1
2 2 v 3 |CD| 3

3_1
2 2

7 vyznacenych dvojic podobnych pravouhlych trojuholnikov vyplyva, ze v prave uréenom pomere 2 : 1
vysok ve a vy deli aj bod M rameno AD a bod N rameno BC (v pripade pravého uhla pri jednom
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Obr. 6:

z vrcholov A € B je to zrejmé rovno). Tym je konstrukcia bodov M a N, a teda aj tsetky M N urcena.
Teraz zistime, v akom pomere ju deli uvazovany bod P.
KedZe obsahy trojuholnikov BCP a DAP st v pomere 3 : 1, plati

(]NP\Ul N \NP|U2> : <|MP|211 N |MP\U2> 3.1,

2 2 2 2

[NP|(vi +v2)  [MP[(v1+ v2)
2 ' 2
Tym je konstrukcia (jediného) vyhovujiceho bodu P uplne opisana.

b) Dopliime trojuholnik DAC na rovnobeznik DAXC'. Jeho strana CX deli priecku M N na dve
Zasti, a kedZe v1 = v, mozeme dlzku priecky MN vyjadrit ako [MN| = [MY|+ [YN| = |[AX| +
+2|XB| = |CD|+%(]AB|-|CD|) = |AB|+2|CD| = £|CD|, lebo podla zadania plati |[AB| = 3|CD|.
Preto

=3:1, |NP|:|MP|=3:1.

17 7
~.2|cD|=—|CD

takze pre pomer obsahov trojuholnikov CDP a DAP plati

1
MP| = ;|MN| =

|ICDlvy  |MP|(v1 + v2)
2 ’ 2

7 7
= D | =—-|CD|- =1:-=8:T.
(CDlu): (51001301 ) =1+ § =857

Pomer obsahov trojuholnikov BCP a CDP je teda 21 : 8 a pomer obsahov trojuholnikov ABP a BCP
je tak 24 : 21. Postupny pomer obsahov trojuholnikov ABP, BCP,CDP a DAP jepreto24:21:8:7.

Komentar. Tato komplexna tloha je vrcholom tohto seminarneho stretnutia. Vyzaduje umnu pracu
s pomermi obsahov, podobnymi trojuholnikmi aj netrividlny néapad doplnenia trojuholnika DAC na
rovnobeznik. Je tak vhodné skor nez samostatne tlohu riesit spolo¢ne na tabulu. Studentom tiez pri-
pomenieme, ze podobne ako v tvodnej dlohe, aj tu naslo vhodné rozdelenie zadaného ttvaru svoje
opodstatnenie a prispelo k tispesnému rozklisknutiu problému.

Uloha 12.5. [62-1-6] Vniitri pravidelného Sestuholnika ABCDEF s obsahom 30 cm? je zvo-
leny bod M. Obsahy trojuholnikov ABM a BCM st postupne 3cm? a 2cm?. Uréte obsahy
trojuholnikov CDM, DEM, EFM a FAM.

Riesenie*. Uloha je o obsahu iestich trojuholnikov, na ktoré je dany pravidelny estuholnik rozdeleny
spojnicami jeho vrcholov s bodom M (obr. 7). Cely Sestuholnik s danym obsahom, ktory oznadime
S, mozno rozdelit na Sest rovnostrannych trojuholnikov s obsahom S/6 (obr. 8). Ak oznac¢ime r ich
stranu, v vzdialenost rovnobeziek AB, CD a vy vzdialenost bodu M od priamky AB, dostaneme

1 1 1 S
Sapm + Sepm = STt ir(v —v) = 37U = 3
lebo S/3 je sudet obsahov dvoch vyfarbenych rovnostrannych trojuholnikov. Vd'aka symetrii majua tu

istt hodnotu S/3 aj sucty Sponm + Serm a Scpy + Sran. Odtial uz dostavame prvé dva neznéme



Obr. 7: Obr. 8:

obsahy SpEM = S/3 — Sapy = Tem? a Sppar = S/3 — Spoy = 8cem?. Ako urdit zvysné dva obsahy
Sepm a Sram, ked zatial pozname len ich sucet S/37 Vsimnime si, ze sucet zadanych obsahov
trojuholnikov ABM a BC'M ma vyznamna hodnotu S/6, ktord je aj obsahom trojuholnika ABC' (to
vyplyva opét z obr. 8). Takd zhoda obsahov znamena préave to, ze bod M lezi na uhlopriecke AC.
Trojuholniky ABM a BC'M tak maja zhodné vysky zo spolo¢ného vrcholu B a to isté plati aj pre
vysky trojuholnikov CDM a FAM z vrcholov F a D (t.j. bodov, ktoré maju od priamky AC rovnaku
vzdialenost). Pre pomery obsahov tychto dvojic trojuholnikov tak dostavame
Sepm  |CM| — Spem 2

Spam |AM|  Sapm 3

V stuéte Scpar + Sran majicom hodnotu S/3 su teda scitance v pomere 2 : 3. Preto Scpy = 4 cm?
a Spay = 6cm?.

Komentar. Uloha je odlah¢enym a netradi¢nym prikladom vyuzitia principu, na ktorom sme stavali
celé toto semindrne stretnutie: stcty obsahov ,protilahlych® trojuholnikov sii stale rovnaké. Posledna
¢ast ulohy vyZzaduje netrividlny ndpad a Studenti tak mozno budid potrebovat mala radu.

Domaca praca

Uloha 12.6. [65-1-4] Vnutri stréan AB, AC daného trojuholnika ABC' st zvolené postupne
body E, F, pricom EF || BC. Usetka EF je potom rozdelend bodom D tak, ze plati

p=|ED|:|DF|=|BE|: |EA|.

a) Ukazte, ze pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD je pre p = 2 : 3 rovnaky ako pre
p=3:2.

b) Zdovodnite, pre¢o pomer obsahov trojuholnikov ABC' a ABD mé hodnotu aspoii 4.
RieSenie*. Pre spolo¢nu hodnotu p oboch pomerov zo zadania plati
|ED| =p|DF| azaroven |BE|=p|EA|. (1)

Pred vlastnym rieSenim oboch tloh a) a b) vyjadrime pomocou daného &isla p skiimany pomer obsahov
trojuholnikov ABC' a ABD. Ten je rovny — kedZe trojuholniky maju spolo¢ni stranu AB — pomeru
dlzok ich vy%ok CCy a DDgy (obr. 9), ktory je rovnaky ako pomer dlzok tseciek BC a ED, a to
na zéklade podobnosti pravouhlych trojuholnikov BCCy a EDDgy podla vety uu (uplatnenej vdaka



BC || ED).! Plati teda rovnost

Sapc _ |BC]

SaBD |ED|

Vréfme sa teraz k rovnostiam 1, podla ktorych
|[EF| = (1+p)|DF| a [AB|=(1+p)|EA]

a v&imnime si, ze trojuholniky ABC a AEF maju spolo¢ny uhol pri vrchole A a zhodné uhly pri
vrcholoch C a F (pretoze BC || EF), takze st podla vety uu podobné. Preto pre dizky ich stran plati

|AB| _ |BC|
|AE|  |EF|’

. BC| . :
¢iz 1 = dkial BC|=(1 DF)|.
e 1tp= s odkial [BC|= (1+p)?DF

Ked vydelime posledny vztah hodunotou |ED|, ktora je rovna p|DF| podla 1, ziskame podiel z pravej
strany 2 a tym aj hladané vyjadrenie

Sasc _ (1 + p)?
SaBD p

(3)
a) Algebraickou upravou zlomku zo vztahu 3

(1+p)? _1+2p+p°
p p

1
=2+p+ -
p

zistujeme, 7ze hodnota pomeru Sapc : Sapp je pre akékolvek dve navzajom prevratené hodnoty p a
1/p rovnaka, teda nielen pre hodnoty 2/3 a 3/2, ako sme mali ukazat.
b) Podla vztahu 3 je naSou ulohou overit pre kazdé p > 0 nerovnost

(1+p)?*

>4, dze (1+p)? > 4p.
p

To je viak zrejme ekvivalentné s nerovnostou (1 —p)? > 0, ktora skuto¢ne plati, nech je zaklad druhej
mocniny akykol'vek (rovnost nastane jedine pre p = 1).
Dopliiujtice zdroje a materialy

Rovnako ako v predchadzajicich geometrickych seminaroch ostdvame v odporicaniach verni publika-
cidm [ART13| a [Kad96].

1V pripade pravych uhlov ABC a AED to plati trivialne, lebo vtedy B = Cy a E = Dy
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