
Seminár 12: Geometria III � obsahy trojuholníkov a ²tvoruholníkov

Ciele

Precvi£enie úloh zaoberajúcich sa obsahmi trojuholníkov a ²tvoruholníkov, rôznorodé ur£ovanie obsahu,
príp. pomeru obsahov trojuholníkov v úlohách.

Úlohy a rie²enia

Úloha 12.1. [57-S-2] V danom rovnobeºníku ABCD je bod E stred strany BC a bod F
leºí vnútri strany AB. Obsah trojuholníka AFD je 15 cm2 a obsah trojuholníka FBE je 14 cm2.
Ur£te obsah ²tvoruholníka FECD.

Rie²enie*. Ozna£me v vzdialenos´ bodu C od priamky AB, a = |AB| a x = |AF |. Pre obsahy troj-
uholníkov AFD a FBE (obr. 1) platí 1

2x · v = 15, 1
2(a− x) · 12v = 14. Odtia© xv = 30, av − xv = 56.

S£ítaním oboch rovností nájdeme obsah rovnobeºníka ABCD: SABCD = av = 86 cm2. Obsah ²tvoru-
holníka FECD je teda SFECD = SABCD − (SAFD + SFBE) = 57 cm2.
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1. Nájdite všetky dvojice prirodzených čísel a, b väčších ako 1 tak, aby ich súčet aj súčin
boli mocniny prvočísel. (Ján Mazák)

Riešenie. Z podmienky pre súčin vyplýva, že a aj b sú mocninami toho istého prvo-
čísla p: a = pr, b = ps, pričom r, s sú celé kladné čísla. Keby bolo p nepárne, bol
by súčet a + b deliteľný okrem čísla p aj číslom 2, takže by nebol mocninou prvočísla.
Ak p = 2 a r < s, je súčet a + b = 2r(1 + 2s−r) opäť číslo párne deliteľné nepárnym
číslom väčším ako 1, nie je teda mocninou prvočísla. K rovnakému záveru dôjdeme aj
v prípade, keď r > s. Ostáva preto jediná možnosť: a = b = 2r, pričom r je celé kladné
číslo. Skúška a+b = 2r+2r = 2r+1 a ab = 22r potvrdzuje, že riešením sú všetky dvojice
(a, b) = (2r, 2r), kde r je celé kladné číslo.

Za úplné riešenie dajte 6 bodov. Za zistenie, že a, b sú mocniny jedného prvočísla, dajte 1 bod, ďalší
bod za zdôvodnenie, že p = 2. Ďalej potom 2 body za dôkaz r = s (vzhľadom na symetriu možno
priamo predpokladať r 5 s) a 1 bod za skúšku.

2. V danom rovnobežníku ABCD je bod E stred strany BC a bod F leží vnútri
strany AB. Obsah trojuholníka AFD je 15 cm2 a obsah trojuholníka FBE je 14 cm2.
Určte obsah štvoruholníka FECD. (Peter Novotný)

Riešenie. Označme v vzdialenosť bodu C od priamky AB, a = |AB| a x = |AF |. Pre
obsahy trojuholníkov AFD a FBE (obr. 1) platí 1

2x · v = 15, 1
2 (a−x) · 1

2v = 14. Odtiaľ
xv = 30, av − xv = 56. Sčítaním oboch rovností nájdeme obsah rovnobežníka ABCD:
SABCD = av = 86 cm2. Obsah štvoruholníka FECD je teda SFECD = SABCD −
− (SAFD + SFBE) = 57 cm2.
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Iné riešenie. Trojuholníky BEF a ECF majú spoločnú výšku z vrcholu F
a zhodné základne BE a EC. Preto sú obsahy oboch trojuholníkov rovnaké. Z obr. 2
vidíme, že obsah trojuholníka CDF je polovicou obsahu rovnobežníka ABCD (oba
útvary majú spoločnú základňu CD a rovnakú výšku). Druhú polovicu tvorí súčet
obsahov trojuholníkov AFD a BCF . Odtiaľ SFECD = SECF + SCDF = SECF +
+ (SAFD + SBCF ) = SAFD + 3SFBE = 57 cm2.
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Obr. 2:

Iné rie²enie*. Trojuholníky BEF a ECF majú spolo£nú vý²ku z vrcholu F a zhodné základne BE
a EC. Preto sú obsahy oboch trojuholníkov rovnaké. Z obr. 2 vidíme, ºe obsah trojuholníka CDF je
polovicou obsahu rovnobeºníka ABCD (oba útvary majú spolo£nú základ¬u CD a rovnakú vý²ku).
Druhú polovicu tvorí sú£et obsahov trojuholníkov AFD a BCF . Odtia© SFECD = SECF + SCDF =
= SECF + (SAFD + SBCF ) = SAFD + 3SFBE = 57 cm2.

Iné rie²enie*. Do rovnobeºníka dokreslíme úse£ky FG a EH rovnobeºné so stranami BC a AB
tak, ako znázor¬uje obr. 3. Rovnobeºníky AFGD a FBEH sú svojimi uhloprie£kami DF a EF rozde-

Iné riešenie. Do rovnobežníka dokreslíme úsečky FG a EH rovnobežné so stra-
nami BC a AB tak, ako znázorňuje obr. 3. Rovnobežníky AFGD a FBEH sú svojimi
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uhlopriečkami DF a EF rozdelené na dvojice zhodných trojuholníkov. Takže SGDF =
= SAFD = 15 cm2 a SHFE = SBEF = 14 cm2. Zo zhodnosti rovnobežníkov HECG
a FBEH navyše ľahko nahliadneme, že všetky štyri trojuholníky FBE, EHF , HEC
a CGH sú zhodné, takže obsah štvoruholníka FECD je SAFD + 3SFBE = 57 cm2.

Za úplné riešenie dajte 6 bodov. Za každú číselnú chybu alebo nepodstatnú chybu pri zdôvodňovaní
výpočtu niektorého obsahu strhnite bod, za hrubú chybu pri zdôvodnení strhnite dva body. Ak je úloha
nedoriešená, dajte dva body za každú správne vypočítanú časť obsahu štvoruholníka FECD.

3. V skupine šiestich ľudí existuje práve 11 dvojíc známych. Vzťah
”

poznať sa“ je
vzájomný, t. j. ak osoba A pozná osobu B, tak aj B pozná A. Keď sa ktokoľvek zo
skupiny dozvie nejakú správu, povie ju všetkým svojim známym. Dokážte, že sa týmto
spôsobom nakoniec správu dozvedia všetci. (Vojtech Bálint)

Riešenie. Jednotlivé osoby označíme písmenami A, B, C, D, E a F . Aspoň jedna
z nich (označme ju A) má aspoň štyroch známych (ak by mala každá osoba najviac
troch známych, bolo by dvojíc známych menej ako desať). Keby mala dokonca päť
známych, dozvie sa správu od každého v skupine a môže ju komukoľvek v skupine
povedať.
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Ak má osoba A práve štyroch známych, napríklad osoby B, C, D a E, existuje
v skupine osôb A, B, C, D, E najviac 10 známostí (obr. 4, dvojice známych znázorňujú
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lené na dvojice zhodných trojuholníkov. Takºe SGDF = SAFD = 15 cm2 a SHFE = SBEF = 14 cm2. Zo
zhodnosti rovnobeºníkov HECG a FBEH navy²e ©ahko usúdime, ºe v²etky ²tyri trojuholníky FBE,
EHF , HEC a CGH sú zhodné, takºe obsah ²tvoruholníka FECD je SAFD + 3SFBE = 57 cm2.
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Komentár. Úloha je zaradená ako rozcvi£ka pred komplexnej²ími problémami, nie je totiº ve©mi
náro£ná na vyrie²enie. Pekne tieº demon²truje, ºe niekedy nám vhodný prístup, ná£rtok alebo správne
nakreslená priamka v obrázku rie²enie úlohy významne zjednodu²í.

Úloha 12.2. [62-II-2] Vnútri rovnobeºníka ABCD je daný bodK a v páse medzi rovnobeºkami
BC a AD v polrovine opa£nej k CDA je daný bod L. Obsahy trojuholníkov ABK,BCK,DAK
a DCL sú SABK = 18 cm2, SBCK = 8 cm2, SDAK = 16 cm2, SDCL = 36 cm2. Vypo£ítajte obsahy
trojuholníkov CDK a ABL.

Rie²enie*. Trojuholníky ABK a CDK majú zhodné strany AB a CD a sú£et ich vý²ok v1 a v2
(vzdialeností bodu K od priamky AB, resp. CD) je rovný vý²ke v rovnobeºníka ABCD (vzdialenosti
rovnobeºných priamok AB a CD, obr. 4). Preto sú£et ich obsahov dáva polovicu sú£tu obsahu daného
rovnobeºníka:

SABK + SCDK =
1

2
|AB|v1 +

1

2
|CD|v2 =

1

2
|AB| · (v1 + v2) =

1

2
|AB| · v =

1

2
SABCD.

Podobne aj SBCK + SDAK = 1
2SABCD, teda

SCDK = SBCK + SDAK − SABK = 6 cm2.

Trojuholníky ABL a DCL majú zhodné strany AB a CD. Ak v3 ozna£uje príslu²nú vý²ku druhého

SK MATEMATICKÁ OLYMPIÁDA
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62. ročník Matematickej olympiády
2012/2013 Riešenia úloh krajského kola kategórie C

1. V tanečnej sa zišla skupina chlapcov a dievčat. Každý z prítomných 15 chlapcov pozná
práve 4 dievčatá a každé dievča pozná práve 10 chlapcov. (Známosti sú vzájomné.)
Dokážte, že ľubovoľní dvaja chlapci majú aspoň dve spoločné známe. (Ján Mazák)

Riešenie. Do každej známosti vstupuje práve jeden chlapec a každý z chlapcov má
práve štyri známosti, spolu teda v tanečnej existuje 15 · 4 = 60 známostí. V každej
známosti je však zastúpené práve jedno dievča a každé dievča má práve desať známostí.
Ak označíme d počet dievčat, tak 10 · d = 60. V tanečnej je teda 6 dievčat. Uvažujme
ľubovoľného z chlapcov, povedzme Tomáša. Tomáš pozná 4 dievčatá, v tanečnej sú teda
iba dve dievčatá, ktoré Tomáš nepozná. Ľubovoľný ďalší chlapec však pozná tiež štyri
dievčatá, musí tak poznať aspoň dve z dievčat, ktoré pozná Tomáš.

Za úplné riešenie dajte 6 bodov. Odvodenie celkového počtu známostí oceňte dvoma bodmi a určenie
počtu dievčat ďalšími dvoma bodmi.

2. Vnútri rovnobežníka ABCD je daný bod K a v páse medzi rovnobežkami BC a AD
v polrovine opačnej k CDA je daný bod L. Obsahy trojuholníkov ABK, BCK, DAK
a DCL sú SABK = 18 cm2, SBCK = 8 cm2, SDAK = 16 cm2, SDCL = 36 cm2.
Vypočítajte obsahy trojuholníkov CDK a ABL. (Pavel Novotný)

Riešenie. Trojuholníky ABK a CDK majú zhodné strany AB a CD a súčet ich výšok
v1 a v2 (vzdialeností bodu K od priamky AB, resp. CD) je rovný výške v rovnobežníka
ABCD (vzdialenosti rovnobežných priamok AB a CD, obr. 1). Preto súčet ich obsahov
dáva polovicu súčtu obsahu daného rovnobežníka:

SABK + SCDK =
1
2
|AB|v1 +

1
2
|CD|v2 =

1
2
|AB| · (v1 + v2) =

1
2
|AB| · v = 1

2
SABCD.

Podobne aj SBCK + SDAK = 1
2SABCD, teda

SCDK = SBCK + SDAK − SABK = 6 cm
2.

A B

CD

K

L

v
v1

v2

v3

Obr. 1

1

Obr. 4:

z nich, je vý²ka prvého z nich rovná v + v3, takºe pre rozdiel obsahov týchto trojuholníkov platí

SABL − SDCL =
1

2
|AB| · (v + v3)−

1

2
|CD| · v3 =

1

2
|AB| · (v + v3 − v3) =

=
1

2
|AB| · v =

1

2
SABCD = SBCK + SDAK .

Odtia© vyplýva
SABL = SBCK + SDAK + SDCL = 60 cm2.

Komentár. Úloha precvi£uje pouºitie tvrdenia, ktoré sme dokázali v prvom geometrickom seminári,
a to, ºe ak majú dva trojuholníky základ¬u rovnakej d¨ºky, potom ich obsahy sú v rovnakom pomere
ako ich vý²ky na túto základ¬u.
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Úloha 12.3. [64-S-2] Ozna£me K a L postupne body strán BC a AC trojuholníka ABC, pre
ktoré platí |BK| = 1

3 |BC|, |AL| = 1
3 |AC|. Nech M je priese£ník úse£iek AK a BL. Vypo£ítajte

pomer obsahov trojuholníkov ABM a ABC.

Rie²enie*. Ozna£me v vý²ku trojuholníka ABC na stranu AB, v1 vý²ku trojuholníka ABM na stranu
AB a v2 vý²ku trojuholníka KLM na stranu KL (obr. 5). Z podobnosti trojuholníkov LKC a ABC
(zaru£enej vetou sus) vyplýva, ºe |KL| = 2

3 |AB|. Z porovnania ich vý²ok zo spolo£ného vrcholu C
vidíme, ºe vý²ka v trojuholníka ABC je rovná trojnásobku vzdialenosti prie£ky KL od strany AB, teda
v = 3(v1+v2). Ke¤ºe AK a BL sú prie£ky rovnobeºiekKL a AB, vyplýva zo zhodnosti prislúchajúcich
striedavých uhlov podobnos´ trojuholníkov ABM a KLM . Ke¤ºe |KL| = 2

3 |AB|, je tieº v2 = 2
3v1, a

A B

C

KL

M

v
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Obr. 1

Keďže |KL| = 2
3 |AB|, je tiež v2 = 2

3v1, a preto v1 + v2 = 5
3v1, čiže

v = 3(v1 + v2) = 5v1.

Trojuholníky ABM a ABC majú spoločnú stranu AB, preto ich obsahy sú v po-
mere výšok na túto stranu, takže obsah trojuholníka ABC je päťkrát väčší ako obsah
trojuholníka ABM .
Za úplné riešenie dajte 6 bodov. Za určenie pomeru podobnosti trojuholníkov ABM a KLM dajte 2
body, za určenie pomeru podobnosti trojuholníkov ABC a LKC dajte 2 body, za záverečné odvodenie
pomeru obsahov trojuholníkov ABM a ABC dajte 2 body.

3. Nájdite najmenšie prirodzené číslo n s ciferným súčtom 8, ktoré sa rovná súčinu
troch rôznych prvočísel, pričom rozdiel dvoch najmenších z nich je 8. (Tomáš Jurík)

Riešenie. Hľadané číslo n je súčinom troch rôznych prvočísel, ktoré označíme p, q, r,
p < q < r. Číslo n = pqr má ciferný súčet 8, ktorý nie je deliteľný tromi, preto ani n
nie je deliteľné tromi. Napokon hľadané číslo n nie je deliteľné ani dvoma, pretože by
muselo byť p = 2 a q = p+ 8 = 10, čo nie je prvočíslo. Musí teda byť p = 5.

Ak je p = 5, je q = p + 8 = 13, takže r ∈ {17, 19, 23, 29, 31, . . .} a n ∈ {1 105,
1 235, 1 495, 1 885, 2 015, . . .}. V tejto množine je zrejme najmenšie číslo s ciferným
súčtom 8 číslo 2 015.

Ak je p > 5, je p = 11 najmenšie prvočíslo také, že aj q = p+ 8 je prvočíslo. Preto
p = 11, q = 19, a teda r = 23, takže pre zodpovedajúce čísla n platí n = 11 · 19 · 23 =
= 4 807 > 2 015.

Hľadané číslo je n = 2015.
Za úplné riešenie dajte 6 bodov. Za skusmé nájdenie čísla n = 2015 dajte 2 body. Ak nebude dokázané,
že pre p > 5 neexistuje menšie vyhovujúce n, strhnite 2 body.

Úspešným riešiteľom je ten žiak, ktorý získa 10 alebo viac bodov.

Učitelia pošlú opravené riešenia školských kôl predsedom KKMO alebo nimi poverenej
osobe do 14. februára.
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Obr. 5:

preto v1 + v2 =
5
3v1, £iºe

v = 3(v1 + v2) = 5v1.

Trojuholníky ABM a ABC majú spolo£nú stranu AB, preto ich obsahy sú v pomere vý²ok na túto
stranu, takºe obsah trojuholníka ABC je pä´krát vä£²í ako obsah trojuholníka ABM .

Komentár. �al²ia úloha, ktorá precvi£uje rovnaké tvrdenie ako predchádzajúca. Pomery vý²ok je
tentoraz potrebné ur£i´ z podobnosti trojuholníkov. Tu sa teda uplatnia znalosti precvi£ované na mi-
nulom seminárnom stretnutí.

Úloha 12.4. [64-II-3] Daný je lichobeºník ABCD so základ¬ami AB, CD, pri£om 2|AB| =
= 3|CD|.

a) Nájdite bod P vnútri lichobeºníka tak, aby obsahy trojuholníkov ABP a CDP boli v po-
mere 3 : 1 a aj obsahy trojuholníkov BCP a DAP boli v pomere 3 : 1.

b) Pre nájdený bod P ur£te postupný pomer obsahov trojuholníkov ABP , BCP , CDP a
DAP .

Rie²enie*. Predpokladajme, ºe bod P má poºadované vlastnosti. Priamka rovnobeºná so základ¬ami
lichobeºníka a prechádzajúca bodom P pretína ramená AD a BC postupne v bodoch M a N (obr. 6).
Ozna£me v vý²ku daného lichobeºníka, v1 vý²ku trojuholníka CDP a v2 vý²ku trojuholníka ABP . a)
Ke¤ºe obsahy trojuholníkov ABP a CDP sú v pomere 3 : 1, platí

|AB|v2
2

:
|CD|v1

2
= 3 : 1, £iºe

v1
v2

=
1

3
· |AB||CD| =

1

3
· 3
2
=

1

2
.

Z vyzna£ených dvojíc podobných pravouhlých trojuholníkov vyplýva, ºe v práve ur£enom pomere 2 : 1
vý²ok v2 a v1 delí aj bod M rameno AD a bod N rameno BC (v prípade pravého uhla pri jednom
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2. V jednom políčku šachovnice 8 × 8 je napísané
”
−“ a v ostatných políčkach

”
+“.

V jednom kroku môžeme zmeniť na opačné súčasne všetky štyri znamienka v ktorom-
koľvek štvorci 2× 2 na šachovnici. Rozhodnite, či po určitom počte krokov môže byť na
šachovnici oboch znamienok rovnaký počet. (Jaromír Šimša)

Riešenie. Počty plusov a mínusov v tabuľke sú na začiatku 63 a 1, teda dve nepárne
čísla. V ľubovoľnom štvorci 2× 2 môžu byť zastúpené jedným zo spôsobov 2 + 2, 1 + 3
alebo 0 + 4 vo vhodnom poradí sčítancov, ktoré sa po vykonanom kroku zmenia na
poradie opačné. Vidíme teda, že po jednom kroku sa celkové počty plusov a mínusov
v tabuľke buď nemenia, alebo sa oba zmenia o 2, alebo sa oba zmenia o 4, takže to
stále budú dve nepárne čísla ako na začiatku. To znamená, že nikdy nemôže byť na
šachovnici oboch znamienok rovnaký počet, čiže párne číslo 32.

Za úplné riešenie dajte 6 bodov. Za správnu, ale nezdôvodnenú odpoveď dajte 1 bod.

3. Daný je lichobežník ABCD so základňami AB, CD, pričom 2|AB| = 3|CD|.
a) Nájdite bod P vnútri lichobežníka tak, aby obsahy trojuholníkov ABP a CDP

boli v pomere 3 : 1 a aj obsahy trojuholníkov BCP a DAP boli v pomere 3 : 1.
b) Pre nájdený bod P určte postupný pomer obsahov trojuholníkov ABP , BCP ,

CDP a DAP .
(Jaroslav Zhouf)

Riešenie. Predpokladajme, že bod P má požadované vlastnosti. Priamka rovnobežná
so základňami lichobežníka a prechádzajúca bodom P pretína ramená AD a BC
postupne v bodoch M a N (obr. 1). Označme v výšku daného lichobežníka, v1 výšku
trojuholníka CDP a v2 výšku trojuholníka ABP .

A B

CD

M N

P

X

Y

v1

v2
v

Obr. 1

a) Keďže obsahy trojuholníkov ABP a CDP sú v pomere 3 : 1, platí

|AB|v2
2

:
|CD|v1
2

= 3 : 1, čiže
v1
v2
=
1
3
· |AB|
|CD| =

1
3
· 3
2
=
1
2
.

Z vyznačených dvojíc podobných pravouhlých trojuholníkov vyplýva, že v práve ur-
čenom pomere 2 : 1 výšok v2 a v1 delí aj bod M rameno AD a bod N rameno BC
(v prípade pravého uhla pri jednom z vrcholov A či B je to zrejmé rovno). Tým je
konštrukcia bodovM a N , a teda aj úsečkyMN určená. Teraz zistíme, v akom pomere
ju delí uvažovaný bod P .

2

Obr. 6:

z vrcholov A £i B je to zrejmé rovno). Tým je kon²trukcia bodov M a N , a teda aj úse£ky MN ur£ená.
Teraz zistíme, v akom pomere ju delí uvaºovaný bod P .

Ke¤ºe obsahy trojuholníkov BCP a DAP sú v pomere 3 : 1, platí( |NP |v1
2

+
|NP |v2

2

)
:

( |MP |v1
2

+
|MP |v2

2

)
= 3 : 1,

|NP |(v1 + v2)

2
:
|MP |(v1 + v2)

2
= 3 : 1, |NP | : |MP | = 3 : 1.

Tým je kon²trukcia (jediného) vyhovujúceho bodu P úplne opísaná.
b) Dopl¬me trojuholník DAC na rovnobeºník DAXC. Jeho strana CX delí prie£ku MN na dve

£asti, a ke¤ºe v1 = 1
3v, môºeme d¨ºku prie£ky MN vyjadri´ ako |MN | = |MY | + |Y N | = |AX| +

+ 1
3 |XB| = |CD|+ 1

3(|AB|−|CD|) = 1
3 |AB|+ 2

3 |CD| = 7
6 |CD|, lebo pod©a zadania platí |AB| = 3

2 |CD|.
Preto

|MP | = 1

4
|MN | = 1

4
· 7
6
|CD| = 7

24
|CD|,

takºe pre pomer obsahov trojuholníkov CDP a DAP platí

|CD|v1
2

:
|MP |(v1 + v2)

2
= (|CD|v1) :

(
7

24
· |CD| · 3v1

)
= 1 :

7

8
= 8 : 7.

Pomer obsahov trojuholníkov BCP a CDP je teda 21 : 8 a pomer obsahov trojuholníkov ABP a BCP
je tak 24 : 21. Postupný pomer obsahov trojuholníkov ABP , BCP , CDP aDAP je preto 24 : 21 : 8 : 7.

Komentár. Táto komplexná úloha je vrcholom tohto seminárneho stretnutia. Vyºaduje umnú prácu
s pomermi obsahov, podobnými trojuholníkmi aj netriviálny nápad doplnenia trojuholníka DAC na
rovnobeºník. Je tak vhodné skôr neº samostatne úlohu rie²i´ spolo£ne na tabu©u. �tudentom tieº pri-
pomenieme, ºe podobne ako v úvodnej úlohe, aj tu na²lo vhodné rozdelenie zadaného útvaru svoje
opodstatnenie a prispelo k úspe²nému rozklúsknutiu problému.

Úloha 12.5. [62-I-6] Vnútri pravidelného ²es´uholníka ABCDEF s obsahom 30 cm2 je zvo-
lený bod M . Obsahy trojuholníkov ABM a BCM sú postupne 3 cm2 a 2 cm2. Ur£te obsahy
trojuholníkov CDM , DEM , EFM a FAM .

Rie²enie*. Úloha je o obsahu ²iestich trojuholníkov, na ktoré je daný pravidelný ²es´uholník rozdelený
spojnicami jeho vrcholov s bodom M (obr. 7). Celý ²es´uholník s daným obsahom, ktorý ozna£íme
S, moºno rozdeli´ na ²es´ rovnostranných trojuholníkov s obsahom S/6 (obr. 8). Ak ozna£íme r ich
stranu, v vzdialenos´ rovnobeºiek AB, CD a v1 vzdialenos´ bodu M od priamky AB, dostaneme

SABM + SEDM =
1

2
rv1 +

1

2
r(v − v1) =

1

2
rv =

S

3
,

lebo S/3 je sú£et obsahov dvoch vyfarbených rovnostranných trojuholníkov. V¤aka symetrii majú tú
istú hodnotu S/3 aj sú£ty SBCM + SEFM a SCDM + SFAM . Odtia© uº dostávame prvé dva neznáme
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s obsahom S/6 (obr. 4). Ak označíme r ich stranu, v vzdialenosť rovnobežiek AB, CD
a v1 vzdialenosť bodu M od priamky AB, dostaneme

SABM + SEDM =
1
2
rv1 +

1
2
r(v − v1) =

1
2
rv =

S

3
,

lebo S/3 je súčet obsahov dvoch vyfarbených rovnostranných trojuholníkov. Vďaka
symetrii majú tú istú hodnotu S/3 aj súčty SBCM +SEFM a SCDM +SFAM . Odtiaľ už
dostávame prvé dva neznáme obsahy SDEM = S/3− SABM = 7 cm2 a SEFM = S/3−
− SBCM = 8 cm2.

DE

F

A B

C

M

Obr. 3

DE

F

A B

C

Obr. 4

Ako určiť zvyšné dva obsahy SCDM a SFAM , keď zatiaľ poznáme len ich súčet S/3?
Všimnime si, že súčet zadaných obsahov trojuholníkov ABM a BCM má významnú
hodnotu S/6, ktorá je aj obsahom trojuholníka ABC (to vyplýva opäť z obr. 4). Taká
zhoda obsahov znamená práve to, že bodM leží na uhlopriečke AC. Trojuholníky ABM
a BCM tak majú zhodné výšky zo spoločného vrcholu B a to isté platí aj pre výšky
trojuholníkov CDM a FAM z vrcholov F a D (t. j. bodov, ktoré majú od priamky AC
rovnakú vzdialenosť). Pre pomery obsahov týchto dvojíc trojuholníkov tak dostávame

SCDM

SFAM
=
|CM |
|AM | =

SBCM

SABM
=
2
3
.

V súčte SCDM + SFAM majúcom hodnotu S/3 sú teda sčítance v pomere 2 : 3. Preto
SCDM = 4 cm2 a SFAM = 6 cm2.

Návodné a dopĺňajúce úlohy:
N1. V danom rovnobežníku ABCD je bod E stred strany BC a bod F leží vnútri

strany AB. Obsah trojuholníka AFD je 15 cm2 a obsah trojuholníka FBE je 14 cm2.
Určte obsah štvoruholníka FECD. [57–C–S–2]

N2. V ostrouhlom trojuholníku ABC označme D pätu výšky z vrcholu C a P , Q zodpo-
vedajúce päty kolmíc vedených bodom D na strany AC a BC. Obsahy trojuholníkov
ADP , DCP , DBQ, CDQ označme postupne S1, S2, S3, S4. Vypočítajte S1 : S3, ak
S1 : S2 = 2 : 3 a S3 : S4 = 3 : 8. [55–C–I–5]

D1. Základňa AB lichobežníka ABCD je trikrát dlhšia ako základňa CD. Označme M
stred strany AB a P priesečník úsečky DM s uhlopriečkou AC. Vypočítajte pomer
obsahov trojuholníka CDP a štvoruholníka MBCP . [55–C–II–1]
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Obr. 7:

s obsahom S/6 (obr. 4). Ak označíme r ich stranu, v vzdialenosť rovnobežiek AB, CD
a v1 vzdialenosť bodu M od priamky AB, dostaneme

SABM + SEDM =
1
2
rv1 +

1
2
r(v − v1) =

1
2
rv =

S

3
,

lebo S/3 je súčet obsahov dvoch vyfarbených rovnostranných trojuholníkov. Vďaka
symetrii majú tú istú hodnotu S/3 aj súčty SBCM +SEFM a SCDM +SFAM . Odtiaľ už
dostávame prvé dva neznáme obsahy SDEM = S/3− SABM = 7 cm2 a SEFM = S/3−
− SBCM = 8 cm2.

DE
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A B

C

M

Obr. 3

DE

F

A B

C

Obr. 4

Ako určiť zvyšné dva obsahy SCDM a SFAM , keď zatiaľ poznáme len ich súčet S/3?
Všimnime si, že súčet zadaných obsahov trojuholníkov ABM a BCM má významnú
hodnotu S/6, ktorá je aj obsahom trojuholníka ABC (to vyplýva opäť z obr. 4). Taká
zhoda obsahov znamená práve to, že bodM leží na uhlopriečke AC. Trojuholníky ABM
a BCM tak majú zhodné výšky zo spoločného vrcholu B a to isté platí aj pre výšky
trojuholníkov CDM a FAM z vrcholov F a D (t. j. bodov, ktoré majú od priamky AC
rovnakú vzdialenosť). Pre pomery obsahov týchto dvojíc trojuholníkov tak dostávame

SCDM

SFAM
=
|CM |
|AM | =

SBCM

SABM
=
2
3
.

V súčte SCDM + SFAM majúcom hodnotu S/3 sú teda sčítance v pomere 2 : 3. Preto
SCDM = 4 cm2 a SFAM = 6 cm2.

Návodné a dopĺňajúce úlohy:
N1. V danom rovnobežníku ABCD je bod E stred strany BC a bod F leží vnútri

strany AB. Obsah trojuholníka AFD je 15 cm2 a obsah trojuholníka FBE je 14 cm2.
Určte obsah štvoruholníka FECD. [57–C–S–2]

N2. V ostrouhlom trojuholníku ABC označme D pätu výšky z vrcholu C a P , Q zodpo-
vedajúce päty kolmíc vedených bodom D na strany AC a BC. Obsahy trojuholníkov
ADP , DCP , DBQ, CDQ označme postupne S1, S2, S3, S4. Vypočítajte S1 : S3, ak
S1 : S2 = 2 : 3 a S3 : S4 = 3 : 8. [55–C–I–5]

D1. Základňa AB lichobežníka ABCD je trikrát dlhšia ako základňa CD. Označme M
stred strany AB a P priesečník úsečky DM s uhlopriečkou AC. Vypočítajte pomer
obsahov trojuholníka CDP a štvoruholníka MBCP . [55–C–II–1]
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Obr. 8:

obsahy SDEM = S/3−SABM = 7 cm2 a SEFM = S/3−SBCM = 8 cm2. Ako ur£i´ zvy²né dva obsahy
SCDM a SFAM , ke¤ zatia© poznáme len ich sú£et S/3? V²imnime si, ºe sú£et zadaných obsahov
trojuholníkov ABM a BCM má významnú hodnotu S/6, ktorá je aj obsahom trojuholníka ABC (to
vyplýva opä´ z obr. 8). Taká zhoda obsahov znamená práve to, ºe bod M leºí na uhloprie£ke AC.
Trojuholníky ABM a BCM tak majú zhodné vý²ky zo spolo£ného vrcholu B a to isté platí aj pre
vý²ky trojuholníkov CDM a FAM z vrcholov F a D (t. j. bodov, ktoré majú od priamky AC rovnakú
vzdialenos´). Pre pomery obsahov týchto dvojíc trojuholníkov tak dostávame

SCDM

SFAM
=
|CM |
|AM | =

SBCM

SABM
=

2

3
.

V sú£te SCDM + SFAM majúcom hodnotu S/3 sú teda s£ítance v pomere 2 : 3. Preto SCDM = 4 cm2

a SFAM = 6 cm2.

Komentár. Úloha je od©ah£eným a netradi£ným príkladom vyuºitia princípu, na ktorom sme stavali
celé toto seminárne stretnutie: sú£ty obsahov �proti©ahlých� trojuholníkov sú stále rovnaké. Posledná
£as´ úlohy vyºaduje netriviálny nápad a ²tudenti tak moºno budú potrebova´ malú radu.

Domáca práca

Úloha 12.6. [65-I-4] Vnútri strán AB, AC daného trojuholníka ABC sú zvolené postupne
body E, F , pri£om EF ‖ BC. Úse£ka EF je potom rozdelená bodom D tak, ºe platí

p = |ED| : |DF | = |BE| : |EA|.

a) Ukáºte, ºe pomer obsahov trojuholníkov ABC a ABD je pre p = 2 : 3 rovnaký ako pre
p = 3 : 2.

b) Zdôvodnite, pre£o pomer obsahov trojuholníkov ABC a ABD má hodnotu aspo¬ 4.

Rie²enie*. Pre spolo£nú hodnotu p oboch pomerov zo zadania platí

|ED| = p|DF | a zárove¬ |BE| = p|EA|. (1)

Pred vlastným rie²ením oboch úloh a) a b) vyjadríme pomocou daného £ísla p skúmaný pomer obsahov
trojuholníkov ABC a ABD. Ten je rovný � ke¤ºe trojuholníky majú spolo£nú stranu AB � pomeru
d¨ºok ich vý²ok CC0 a DD0 (obr. 9), ktorý je rovnaký ako pomer d¨ºok úse£iek BC a ED, a to
na základe podobnosti pravouhlých trojuholníkov BCC0 a EDD0 pod©a vety uu (uplatnenej v¤aka
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4. Vnútri strán AB, AC daného trojuholníka ABC sú zvolené postupne body E, F ,
pričom EF ‖ BC. Úsečka EF je potom rozdelená bodom D tak, že platí

p = |ED| : |DF | = |BE| : |EA|.

a) Ukážte, že pomer obsahov trojuholníkov ABC a ABD je pre p = 2 : 3 rovnaký
ako pre p = 3 : 2.

b) Zdôvodnite, prečo pomer obsahov trojuholníkov ABC a ABD má hodnotu
aspoň 4.

(Vojtěch Žádník)

Riešenie. Pre spoločnú hodnotu p oboch pomerov zo zadania platí

|ED| = p|DF | a zároveň |BE| = p|EA|. (1)

Pred vlastným riešením oboch úloh a) a b) vyjadríme pomocou daného čísla p skúmaný
pomer obsahov trojuholníkov ABC a ABD. Ten je rovný – keďže trojuholníky majú
spoločnú stranu AB – pomeru dĺžok ich výšok CC0 aDD0 (obr. 2), ktorý je rovnaký ako

A BE C0D0

D

F

C

Obr. 2

pomer dĺžok úsečiek BC a ED, a to na základe podobnosti pravouhlých trojuholníkov
BCC0 a EDD0 podľa vety uu (uplatnenej vďaka BC ‖ ED).1 Platí teda rovnosť

SABC

SABD
=
|BC|
|ED| . (2)

Vráťme sa teraz k rovnostiam (1), podľa ktorých

|EF | = (1 + p)|DF | a |AB| = (1 + p)|EA|,

a všimnime si, že trojuholníky ABC a AEF majú spoločný uhol pri vrchole A a zhodné
uhly pri vrcholoch C a F (pretože BC ‖ EF ), takže sú podľa vety uu podobné. Preto
pre dĺžky ich strán platí

|AB|
|AE| =

|BC|
|EF | , čiže 1 + p =

|BC|
(1 + p)|DF | , odkiaľ |BC| = (1 + p)2|DF |.

1 V prípade pravých uhlov ABC a AED to platí triviálne, lebo vtedy B = C0 a E = D0.
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Obr. 9:

BC ‖ ED).1 Platí teda rovnos´
SABC

SABD
=
|BC|
|ED| . (2)

Vrá´me sa teraz k rovnostiam 1, pod©a ktorých

|EF | = (1 + p)|DF | a |AB| = (1 + p)|EA|,

a v²imnime si, ºe trojuholníky ABC a AEF majú spolo£ný uhol pri vrchole A a zhodné uhly pri
vrcholoch C a F (pretoºe BC ‖ EF ), takºe sú pod©a vety uu podobné. Preto pre d¨ºky ich strán platí

|AB|
|AE| =

|BC|
|EF | , £iºe 1 + p =

|BC|
(1 + p)|DF | , odkia© |BC| = (1 + p)2|DF |.

Ke¤ vydelíme posledný vz´ah hodnotou |ED|, ktorá je rovná p|DF | pod©a 1, získame podiel z pravej
strany 2 a tým aj h©adané vyjadrenie

SABC

SABD
=

(1 + p)2

p
. (3)

a) Algebraickou úpravou zlomku zo vz´ahu 3

(1 + p)2

p
=

1 + 2p+ p2

p
= 2 + p+

1

p

zis´ujeme, ºe hodnota pomeru SABC : SABD je pre akéko©vek dve navzájom prevrátené hodnoty p a
1/p rovnaká, teda nielen pre hodnoty 2/3 a 3/2, ako sme mali ukáza´.

b) Pod©a vz´ahu 3 je na²ou úlohou overi´ pre kaºdé p > 0 nerovnos´

(1 + p)2

p
≥ 4, £iºe (1 + p)2 ≥ 4p.

To je v²ak zrejme ekvivalentné s nerovnos´ou (1− p)2 ≥ 0, ktorá skuto£ne platí, nech je základ druhej
mocniny akýko©vek (rovnos´ nastane jedine pre p = 1).

Dopl¬ujúce zdroje a materiály

Rovnako ako v predchádzajúcich geometrických seminároch ostávame v odporú£aniach verní publiká-
ciám [ART13] a [Kad96].

1V prípade pravých uhlov ABC a AED to platí triviálne, lebo vtedy B = C0 a E = D0.
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