Seminar 13: Geometria IV — kruZnica vpisani a opisana trojuholniku
Ciele
Precvic¢it ulohy zamerané najmé na vlastnosti kruZznice vpisanej a opisanej trojuholniku.

Ulohy a rieSenia

Uloha 13.1. [57-II-1] Trojuholnik ABC spliia pri zvy¢ajnom oznaceni dizok stran podmienku
a < b < c¢. Vpisané kruZnica sa dotyka stran AB, BC a AC postupne v bodoch K, L a M.
Dokézte, 7ze z useciek AK, BL a C' M moZno zostrojit trojuholnik préave vtedy, ked plati b+c < 3a.

Riesenie*. Oznatme = = |AK| = |AM|, y = |BL| = |BK|, z = |CM| = |CL| (obr. 1) zhodné useky
doty¢nic z jednotlivych vrcholov trojuholnika ku vpisanej kruznici. Zrejme

Obr. 1:

a=y+z b=z+xz, c=x+y. (1)
7 uvedenych rovnosti vidime, Ze dan& podmienka
b+c<3a (2)

je ekvivalentna nerovnosti
r<y+z, (3)

¢o je nutnd podmienka existencie trojuholnika so stranami dizok z, y a z.

Dosadenim z 1 do podmienock b < c a a < b zistime, 7ze z < y a y < x. To znamen4, ze d'algie dve
trojuholnikové nerovnosti y < z + x a z < x + y st automaticky splnené, takze nerovnost 3, a tym
aj 2 je podmienkou postacujicou. Tym je tvrdenie tilohy dokazané.

Komentar. Uloha vyuZziva poznatok, ze spojnice vrcholov a bodov dotyku so stredom vpisanej kruz-
nice rozdelia trojuholnik na tri dvojice zhodnych trojuholnikov. Ten vyuzijeme v nasledujtcej tlohe
aj domacej praci. Okrem toho, aj ked tloha nie je na vypodet nijako extrémne naro¢na, je Studentov
potrebné upozornit, ze dokazuju ekvivalenciu, takze nerovnost zo zadania musi byt nielen podmienkou
nutnou, ale aj postacujicou.

Uloha 13.2. [61-S-2] Oznacme S stred zikladne AB daného rovnoramenného trojuholnika
ABC'. Predpokladajme, Ze kruZznice vpisané trojuholnikom ACS, BC'S sa dotykaju priamky AB
v bodoch, ktoré delia zakladiiu AB na tri zhodné diely. Vypocitajte pomer |[AB| : |C'S].



Riesenie*. Vdaka sumernosti podla priamky CS sa obe vpisané kruznice dotykajia vysky C'S v rov-
nakom bode, ktory ozna¢ime D. Body dotyku tychto kruznic s tseckami AS, BS, AC, BC oznatime
postupne E, F, G, H (obr. 2). Pre vyjadrenie vietkych potrebnych dlzok este zavedieme oznalenie
x = |SD| ay = |CD|. Vzhladom na symetriu doty¢nic z daného bodu k danej kruZnici platia rovnosti

Obr. 2:

ISD| = [SE| = |SF| =z a |COD|=|CG|=|CH|=y.

Usetka EF ma preto dlzku 2z, ktora je podla zadania zaroveii dizkou tsediek AE a BF, a teda aj
dlzkou tseciek AG a BH (opit vdaka symetrii doty¢nic). Odtial uz bezprostredne vyplyvaji rovnosti

|AB| =6z, |AC|=|BC|=2z+y a |CS|=xz+y.
Zavislost medzi dizkami x a y zistime pouzitim Pytagorovej vety pre pravouhly trojuholnik AC'S
(s odvesnou A dlzky 3z):
(22 +y)? = (32)* + (z +y)*
Roznasobenim a d'algimi tpravami odtial dostaneme (x a y st kladné hodnoty)
422 + 4oy + y? = 922 + 2% + 22y + o2,
2xy = 622,
y = 3z.

HTadany pomer tak ma hodnotu

|AB| : |CS| =62 : (v +y) =6z :40=3:2.

Poznamenajme, ze prakticky rovnaky postup celého riefenia mozno zapisat aj pri Standardnom ozna-
enf ¢ = |AB| a v = |CS|. KedZe podla zadania plati |[AE| = ic, a teda |[SE| = gc, z rovnosti
|SD| = |SE| vyplyva |CD| = |CS| — |[SD| = v — %c, odkial

|AC| = |AG| + |CG| = |AE| 4+ |CD| = 3¢+ (v — gc) =v + gc,
takze z Pytagorovej vety pre trojuholnik AC'S,
(v+ 50)? = (30)* + 0%,
vychédza 3v = 2¢, ¢ize c:v =3 : 2.
Komentar. Uloha vychadza z poznatku, ktory si §tudenti osvojili v ilohe predchadzajtcej a pridava

k nemu este pracu s Pytagorovou vetou a manipulaciu s algebraickymi vyrazmi, takze tvori prirodzené
pokratovanie ulohy predchadzajice;j.



Uloha 13.3. [62-S-1] Danému rovnostrannému trojuholniku vpi¥me a opi$me kruznicu.
Oznaéme S obsah vzniknutého medzikruzia a T obsah kruhu, ktorého priemer je zhodny s dlzkou
strany daného trojuholnika. Ktory z obsahov S, T je vacsi? Svoju odpoved zddvodnite.

Riesenie*. Ukazeme, 7e sa oba obsahy rovnaji. Oznaéme A, B, C vrcholy daného trojuholnika a
r a R zodpovedajiice polomery jeho vpisanej a opisanej kruznice; dlzku jeho strany oznaéme a. Obe
uvedené kruznice maju spolo¢ny stred S. Ozna¢me eSte P bod dotyku vpisanej kruznice so stranou
AB. Ked7e trojuholnik ABC je rovnostranny, je P zéroven stredom strany AB. PouZitim Pytagorovej
vety v pravouhlom trojuholniku PSB dostdvame

Pozndmka. Rovnostranny trojuholnik so stranou a ma vygku velkosti v = %a\/g, takze skumané
polomery st R = %v( = %a\/g) ar= %v( = éa\/g), a preto

S:W(RZ—Tz) ZW(%—%)UQ :W-é'%GQ :W(%a)2 =T.

Komentar. Uloha je relativne jednoduché, vyuziva znalost o bode dotyku vpisanej kruznice a taktiez
pripravuje Studentov na nasledujicu zlozitejsiu analyzu.

Uloha 13.4. [61-1-5] Dany je rovnoramenny trojuholnik so zakladfiou dl7ky a a ramenami
dlzky b. Pomocou nich vyjadrite polomer R kruznice opisanej a polomer r kruznice vpisanej
tomuto trojuholniku. Potom ukazte, Ze plati R > 2r a zistite, kedy nastane rovnost.

RieSenie*. Oznacme S stred zakladne BC' daného rovnoramenného trojuholnika ABC, O stred jeho
opisanej kruznice, M stred vpisanej kruznice a P pétu kolmice z bodu M na rameno AC (obr. 3).
Z pravouhlého trojuholnika BSA pomocou Pytagorovej vety vyjadrime velkost v vygky AS, pricom

Obr. 3:

v pravouhlom trojuholniku BSO s preponou dizky R pre odvesnu OS plati |OS| = ||AS| — |AO|| =
= |v — R] (musime si uvedomit, 7e v tupouhlom trojuholniku ABC bude bod S lezat medzi bodmi A



a O!). Dostavame tak dve rovnosti

2

2 2 a

=

v 4,
2 a? 2
R:Z—F(U—R);

ich séitanim vyjde
v+ R2=0b>4+ (v —R)? cize b>=2vR.
Dosadenim z prvej rovnice v = %\/ 4b%? — a? do poslednej rovnosti dostaneme hladany vzorec pre R.
Dodajme, ze rovnost b?> = 2uR, ktort sme prave odvodili a z ktorej uz l'ahko vyplyva vzorec pre
polomer R, je Euklidovou vetou o odvesne AB pravouhlého trojuholnika ABA’ s preponou AA’, ktora
je priemerom kruZznice opisanej trojuholniku ABC (obr. 3).
Néjdeny vzorec pre polomer R zapiSseme prehladne spolu s druhym hladanym vzorcom pre polomer
r, ktorého odvodeniu sa eSte len budeme venovat:
o Vb2 _aV4b? — a? A
TV T 20+ (4)
Druhy zo vzorcov 4 sa da ziskat okamzite zo znameho vztahu r = 25/(a+ b+ c¢) pre polomer r kruznice
vpisanej do trojuholnika so stranami a, b, ¢ a obsahom S; v naSom pripade staci len dosadit b = ¢ a
25 =av, kde v = %\/41)2 — a? podla tvodnej Casti rieSenia.
Dalsie dva sposoby odvodenia druhého zo vzorcov 4 zalozime na tivahe o pravouhlom trojuholntku
AM P, ktorého strany maju dlzky

AM|=v —r, [MP|=r, |AP|=|AC|~|PC|=b~|SC|=b~ 2

Pre tento trojuholnik mo6zeme napisat Pytagorovu vetu alebo vyuzit jeho podobnost s trojuholnikom
ACS, konkrétne zapisat rovnost sinusov ich spolo¢ného uhla pri vrchole A. Podla toho dostaneme
rovnice

1
2 2 a2 T §a
v—r)=r b—— resp. ==
ktoré sa obidve linedrne vzhladom na neznamu r a maju rieSenie
v 1 a.2 av
r=———-(b—=)", resp. r= .
> 50 (7 5) P a+2b

Po dosadeni za v v oboch pripadoch dostaneme hladany vzorec pre r. V druhom pripade je to zrejmé,
v prvom to ukazeme:

rT=—=——: - =
2 v 2 2v 4v

a(2b — a) av2b—a  av4b? —a?

C2/(2b—a)2b+a) 2V20+a  2(a+2b)
Este ostava dokazat nerovnost R > 2r. VyuZzijeme na to odvodené vzorce 4, z ktorych dostdvame
(pripominame, 7e 20 > a > 0)

R 1 b? a+2b b?

v 1 <b a)Q_UQ—bvaab—iaz_Zab—az

2R — = : - )
2r 2r  \4b2 — a2 aV4b? — a2 a(2b—a)
Nerovnost R > 2r teda plati prave vtedy, ked b > a(2b — a). Posledna nerovnost je vsak ekvivalentn4
s nerovnostou (a — b)2 > 0, ktorej platnost je uz zrejma. Tym je dokaz nerovnosti R > 2r hotovy.
Navyse vidime, 7e rovnost v nej nastane jedine v pripade, ked (a — b)? = 0, ¢ize a = b, teda prave
vtedy, ked je povodny trojuholnik nielen rovnoramenny, ale dokonca rovnostranny.

Komentar. Uloha poskytuje mnoho pristupov k riefeniu a bude zaujimavé nechat &tudentov porov-
nat ich vysledky. Spaja tiez zistenia z predchadzajucich uloh, v niektorych pripadoch studenti vyuziju
Euklidovu vetu a nezaobidu sa ani bez zru¢nej manipulécie s algebraickymi vyrazmi.



Uloha 13.5. [63-1-2] V rovine st dané body A, P, T neleziace na jednej priamke. Zostrojte
trojuholnik ABC tak, aby P bola péta jeho vysky z vrcholu A a T bod dotyku strany AB
s kruznicou jemu vpisanou. Uved'te diskusiu o pocte riefeni vzhTadom na polohu danych bodov.

RieSenie*. Vrchol B je urceny polpriamkou AT a kolmicou p na vysku AP v bode P (obr. 4), na
ktorej lezi strana BC'. Pritom bod T musi byt vnutornym bodom tsetky AB. Stred S kruZnice vpisanej
trojuholniku ABC potom dostaneme ako priese¢nik kolmice g na priamku AT v bode T s osou uhla

Obr. 4:

ohrani¢eného priamkou p a polpriamkou BA. Jej polomer bude mat velkost |ST|.

Ostava zostrojit vrchol C' hladaného trojuholnika ABC. Ten bude lezat jednak na priamke p,
jednak na druhej doty¢nici vpisanej kruZnice z vrcholu A, ktora je simerne zdruZené so stranou AB
podla priamky AS. Stadi teda zostrojit bod U dotyku strany AC' s kruznicou vpisanou ako obraz bodu
T v uvedenej osovej simernosti.

Odtial vyplyva konstrukcia:

l.p: Pepapl AP;

2. B: B € AT Np, bod B musi lezat na polpriamke AT za bodom T
3. Teqaql AT,

4. uy, ug: dve (navzajom kolmé) osi roznobeziek AB, p;

5. 51, S9: S1 € qNuy, Sy € gNusg;

6. Uy, Us: obrazy bodu T v simernostiach podla priamok AS; a ASs;
7. C1, Cy: prieseCniky priamky p s polpriamkami AUy a AUs;

8. trojuholniky ABCy a ABCS.

Diskusia. Bod B konstruovany v 2. kroku existuje, len ak uhol PAT je ostry (inak ani polpriamka
AT nepretne priamku p) a zarovein bod T lezi vnitri polroviny pA, ¢o je ekvivalentné s tym, ze aj
uhol APT je ostry. Body S1, S2 existuju vzdy a su rozne, lebo lezia v opaénych polrovinich uréenych
priamkou AB. Kruznica vpisand lez{ celd v trojuholniku ABC, a teda i v pase urfenom priamkou p
a priamkou s fiou rovnobeZnou, ktora prechadza vrcholom A, takze stred S vpisanej kruznice musi
padnut do pasu tvoreného priamkou p a priamkou p’ s fiou rovnobeznou, ktora rozpoluje vysku AP.
V takom pripade doty¢nica ku kruznici (S;|ST|) (simerne zdruzené s doty¢nicou AB podla priamky
AS) urcite pretne priamku p v hladanom vrchole C.

Diskusiu zhrnieme takto: Ak pre vnatorné uhly trojuholnika APT plati |[{PAT| > 90° alebo
|£APT| > 90°, nem4 tuloha rieSenie. Ak plati [{PAT| < 90° a zaroven |£ APT| < 90°, je poCet rieSeni



0 az 2 podla toho, kol'ko zo zostrojenych bodov Sy a Sy lezi medzi rovnobezkami p a p/.

Komentar. V poslednych rokoch sa v MO nevyskytlo velké mnoZstvo kongtrukénych uloh. Napriek
tomu v8ak povaZujeme za doélezité vyriesit so Studentmi aspon jeden takyto problém a poukazat na to,
7e zostrojenim vyhovujiceho ttvaru riefenie tlohy nekonéi a je potrebné uviest aj diskusiu, ktora je
Castokrat aspon tak ndro¢na ako vhodna konstrukcia. Zaradenie tlohy v tomto seminéri povazujeme za
vhodné tiez preto, lebo tloha vyuZiva vlastnosti kruZnice vpisanej, a tak so cfou uzavrie toto seminérne
stretnutie.

Domaca praca

Uloha 13.6. [59-1-4] KruZnica k(S;7) sa dotyka priamky AB v bode A. Kruznica I(T);s)
sa dotyka priamky AB v bode B a pretina kruznicu k v krajnych bodoch C, D jej priemeru.
Vyjadrite dlzku a asecky AB pomocou polomerov r, s. Dokazte dalej, Ze priese¢nik M priamok
CD, AB je stredom tsecky AB.

Riegenie*. KedZe kruznica [ mé ako tetivu priemer C'D kruZnice k a dané kruZnice nie st totoZneé,
plati pre ich polomery nerovnost s > r. Ak oznadime P pétu kolmice z bodu S na tsecku BT (obr. 5),
tak z Pytagorovej vety pre pravouhlé trojuholniky C'ST a SPT vyplyva

s
C r
k A
r D
A M
Obr. 5:
|ST|2 =s2—7r% a |ST|2 = |SP|2 +(s — 7“)2. (5)

Odtial pre velkost tsecky SP vychadza
ISP|? = (s> —7%) — (s —r) =2r(s —7).
A kedze ABPS je pravouholnik, dostdvame
AB| = |SP| = v/2r(s — 7).
7 pravouhlych trojuholnikov AMS a MTS dalej podla prvej rovnosti v 5 vyplyva
|AM|? = [SM* = r* = |MT|* — |ST|* = r* = [MT|?* — s*,
pritom z pravouhlého trojuholnika M BT méame
|IBM|> = |MT|* - s°.

Preto |[AM| = |BM]| a bod M je teda stredom usecky AB.

Pozndmka. Zaver, ze M je stredom tusetky AB, vyplyva okamZite aj z mocnosti bodu M k obom
kruzniciam (bod M lezi na tzv. chordéale oboch kruznic). Tieto pojmy st vSak pre sutaziacich kategorie
C zvifsa nezndme a nebudu nutné ani pre rieSenia dalsich sttaznych kol.



Uloha 13.7. [61-1-2] Dizky stran trojuholnika st v metroch vyjadrené celymi ¢islami. Uréte
ich, ak méa trojuholnik obvod 72m a ak je najdlh$ia strana trojuholnika rozdelend bodom dotyku
vpisanej kruznice v pomere 3 : 4.

RieSenie*. Vyuzijeme vieobecny poznatok, ze body dotyku vpisanej kruznice delia hranicu trojuhol-
nika na Sest aseciek, a to tak, ze kazdé dve z nich, ktoré vychadzaja z toho istého vrcholu trojuholnika,
st zhodné. (Doty¢nice z daného bodu k danej kruznici st totiz stimerne zdruzené podla spojnice daného
bodu so stredom danej kruznice.)

V nagej tilohe je najdlhsia strana trojuholnika rozdelena na tseky, ktorych dizky oznacime 3z a
4z; dlzku tsekov z vrcholu oproti najdlh3ej strane oznacime y (obr. 6). Strany trojuholnika maju teda
dlzky 7z, 4z 4+ y a 3z + y, kde x, y st neznidme kladné ¢&fsla (dlzky berieme bez jednotiek). Ak ma
byt 7z dlzka najdlhgej strany, musi platit 72 > 42 + y, ¢ize 3z > y. Zdéraznime, Ze hladané &isla x,y
nemusia byt nutne celé, podla zadania to vSak plati o ¢islach 7z, 4x + y a 3z + y. Udaj o obvode

3 4x

3x 4x

Obr. 6:

trojuholnika zapiSeme rovnostou
2=Tr+ Bz +y)+ (e +y), Cdize 36=Tzx+y.

Pretoze Tx je celé &islo, je celé i Cislo y = 36 — 7x; a pretoze podla zadania i ¢isla 4z +y a 3z + y sa
celé, je celé i ¢islo x = (4dx+y) — (3z +y). Preto od tohto okamihu uz hTadame dvojice celych kladnych
¢isel x, y, pre ktoré plati

x>y a Txr+y=36.

Odtial vyplyva 7z < 36 < 7x + 3z = 10z, teda x < 5 a stcasne z > 4.

Prez=4jey=8a (Tx,dz+y,3x+y) = (28,24,20), prex =5jey =1 a (Tx,4dz+ +y,3x +y) =
= (35,21, 16). Strany trojuholnika su teda (28,24, 20) alebo (35,21, 16). (Trojuholnikové nerovnosti st
zrejme splnené.)
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