Seminar 19: Algebraické vyrazy a rovnice — zlozitejSie rovnice a ich
systémy
Ciele

Zoznamit studentov s dalsimi typmi rovnic a ich sastav (iraciondlne koeficienty, dolna cela ¢ast), tieto
tlohy, spolu so slovnymi tlohami precvicit.

Ulohy a rieSenia

.....

vvvvv

hodnotu 1/12 vi&si, ako bola hodnota zlomku na zaciatku. Uréte vSetky tri zlomky.

Riesenie*. Ozna¢me a/b povodny zlomok. Podla zadania platia rovnosti

b 20 b+2

a-+1
b+1

a 1
3 D (a,b€N),

ktoré su ekvivalentné so vztahmi
20b(a+1) —20a(b+1)=bb+1) a 12b(a+2)— 12a(b+2) =b(b+ 2).

Tie upravime na tvar 19b — 20a = b? a 22b — 24a = b?. Po od¢itani oboch vztahov zistime, ze 4a = 3b,

¢o po dosadeni do druhej rovnosti da 22b — 18b = b2, ¢ize b*> = 4b. Vzhladom na podmienku b # 0

odtial vyplyva b =4 a a = 3. HlTadané zlomky s teda %, % a %

Iné rieSenie*. Oznacme a/b povodny zlomok. Zo vztahov

1 1 1 1 2

20 4.5 % 12 4.3 4.6

mozno odhadniit, Ze rieSenim by mohlo byt b = 4. Potom

4(a+1)—5a 1 . 4(a+2)—6a 1
4-5 20 4-6 12’
¢ize a = 3. Musime sa vSak eSte presvedcit, Ze tloha iné rieSenie nema. Podmienky ulohy vedd ku
vztahom
b—a 1 2(b—a) 2
= a = .
bb+1) 4-5 bb+2) 4-6
7 podielu ich Tavych a pravych stran potom vyplyva
b+2 6
b+1 5

¢omu vyhovuje jedine b = 4.
Pozndmka. V uplnom rieSeni nesmie chybat vylucenie moznosti b # 4. Napriklad z podobnych
rovnosti 1/20 = 30/(24-25) a 1/12 = 52/(24 - 26) by sme mohli hadat, ze b = 24, ¢o rieSenim nie je.

Uloha 19.2. [59-1-3-N1]  Uréte |0],[3,5], 2,1, |—4],|[-3,9],[—0,2]. Symbol |z]| oznatuje

.....

Riesenie. (0] = 0,[3,5] =3, [2,1] =2, |—4] = —4,|-3,9] = —4,|-0,2] = —1.

Uloha 19.3. [59-1-3-N2] Nech a je celé &slo a t € (0;1). Urcte |al, la+t], |a+ 5t], la—t],
la + 2t], |a — 2t].



RieSenie. |a] = a,|a+t] =a, [a+ 3t] =a, [a—t] =a,akt =0, 1esp. [a—t] =a—1,ak t #0,
la+2t] =a,akt <0,5 resp. l[a+2t] =a+1,akt>0,5, |a—2t] =a,akt=0,resp. [a—2t| =a—1
akt<0,5ala—2t| =a—2akt>0,5.

Uloha 19.4. [59-1-3] Urcte vsetky realne &isla z, ktoré vyhovujt rovnici 4o — 2| x| = 5.

Riesenie*. Polozme |x| = a, potom z = a + ¢, pricom t € (0,1), a rovnicu 4(a +t) —2a = 5
ekvivalentne upravme na tvar a = % — 2t. Aby bolo ¢islo a celé, musi byt 2t = k - %, pricom k je
neparne &slo. Navyge 2t € (0,2). Teda bud 2t = L a a = 2, alebo 2t = 2 a a = 1. Pévodna rovnica mé

2 2
preto dve rieSenia: x1 = 2,25 a x9 = 1, 75.

Iné rieSenie*. Rovnicu upravime na tvar 2z — % = |z]. Taka rovnica bude splnena prave vtedy,
ked ¢islo 2x — g bude celé a bude spliiat nerovnosti z — 1 < 2z — % < x, ktoré st ekvivalentné s pod-

mienkou % <z < % Pre takéto = zrejme hodnoty vyrazu 2x — % vyplnia interval (%, %> V fiom lezia

prave dve celé ¢isla 1 a 2, teda hladané z najdeme z rovnic 2z — % =1a2zx— % =2

Komentar. Aj napriek tomu, ze funkcia dolné celd ¢ast nie je beZnym udivom preberanym v 3ko-
lach, nemala by analyza dlohy robit ziakom velké problémy.

Uloha 19.5. [57-1-3-N1] Uréte vietky celé &isla n, pre ktoré nadobtida zlomok (4n+27)/(n+3)
celociselné hodnoty.

Riesenie. Zlomok (4n + 27)/(n + 3) upravime na tvar 4 + 15/(n + 3), teda ¢islo n + 3 musi delit 15.
Z toho dostédvame n € {—18, -8, -6, —4, —2,0,2,12}.

Uloha 19.6. [57-1-3] Mame urcity pocet krabiciek a urcity pocet gulocok. Ak dame do kazdej
krabi¢ky prave jednu gul6cku, ostane nam n gul6éok. Ked v8ak nechame prave n krabiciek
bokom, mézeme vetky gulocky rozmiestnit tak, aby ich v kazdej zostévajiacej krabicke bolo

A

prave n. Kolko méame krabiciek a kolko gul6¢ok?

Riesenie*. Ked oznacime x pocet krabiciek a y pocet guldcok, dostaneme zo zadania ststavu rovnic
r+n=y a (x—n)-n=y (1)

s neznamymi x, y a n z oboru prirodzenych ¢isel. Vylucenim nezndmej y dostaneme rovnicu x +n =
= (z —n) - n, ktord pre n = 1 nema rieSenie. Pre n > 2 dostaneme

n2+n 2
= 2+ — 2
n—1 n +n—1’ (2)

xr =

odkial vidime, 7e (prirodzené) ¢islo n—1 musi byt delitelom ¢isla 2. Teda n € {2, 3}. Pripustné hodnoty
n dosadime do 1 a ststavu vyrieSime (mozno tiez vyuzit vztah 2. Pre n = 2 dostaneme z = 6,y = 8 a
pren =3 ur¢ime r =6 ay = 9.

Skiigka. Majme Sest krabiciek a osem gul6¢ok. Ked do kazdej krabicky dame préave jednu gul6cku,
ostane n = 2 gulécok. Ked v8ak odoberieme dve krabitky, mozeme do zostavajicich styroch rozdelit
gul'd¢ky prave po dvoch. Podmienky tlohy s teda splnené. Pre Sest krabiciek a devit gul6¢ok urobime
skugku rovnako l'ahko.

Zdver. Bud mame Sest krabiciek a osem gul6¢ok, alebo 3est krabiciek a devit guld¢ok.

Komentar. Uloha, spolu s tilohou predchadzajicou, je beznou slovnou tlohou vediicou na ststavu



rovnic. Jej Gspesné vyrieSenie vSak vyZzaduje umni manipulaciu s vyrazmi.

Uloha 19.7. [57-1I-4] Najdite vetky trojice celych &isel x,y, z, pre ktoré plati
r+yV3+2VT=y+ 23+ V7.
Riegenie*. Rovnicu prepiSeme na tvar
z—y=(z—y)V3+ (x—2)V7
a umocnime. Po jednoduchej aprave dostaneme
(@ —y)* =3(z—9)* = T(x = 2)° = 2(z — 2)( —y) V2L, (3)

Pre x # z ay # z nemo67e rovnost 3 platit, pretoZze jej prava strana je v takom pripade ¢islo iracionalne,
zatial o Tava strana je ¢islo celé. Rovnost teda moze nastat, len ked x = z alebo y = z.

V prvom pripade po dosadeni 2 = z do povodnej rovnice dostaneme z — y = /3(z — g). Odtial
z=y==x.

V druhom pripade, ked y = z, déjdeme analogicky k rovnakému vysledku.

Zdver. RieSenim danej rovnice su vietky trojice (z,y,z) = (k, k, k), kde k je Tubovolné celé ¢islo.

Komentar. Aj napriek tomu, %e vzoroveé riedenie tlohy vyzera zrozumitelne, tiloha riesitel ov krajskych
kol potréapila (bola najhorsie hodnotenou tlohou daného krajského kola). Zaludnosti sa ukryvaja vo
vytycovani iraciondlnych ¢isel a nie neznamych, vhodnej aprave rovnice a diskusii o (i)racionalite oboch
stran rovnice.

Uloha 19.8. [64-1-1] Uréte vietky dvojice (z,) redlnych ¢isel, ktoré vyhovuju stistave rovnic

VEFIP =4y,
V(y—4)?=xz+8.

Riesenie*. Vzhladom na to, Ze pre kazdé redlne ¢islo a plati vVa? = |a|, je dana sistava rovnic
ekvivalentna so stistavou rovnic

ly—4]=z+38.

7 prvej rovnice vidime, Ze musi byt 4 —y > 0, teda y < 4. V druhej rovnici mozeme teda odstranit
absoliitnu hodnotu. Dostaneme tak

ly—4|l=4—y=z+8, t.j —y=zx+4
Po dosadeni za x + 4 do prvej rovnice dostaneme
| —yl=lyl=4-y.

Kedze y < 4, budeme dalej uvazovat dva pripady.

Pre 0 < y < 4 rieSime rovnicu y = 4 — y, a teda y = 2. Najdenej hodnote y = 2 zodpoveda po
dosadeni do druhej rovnice x = —6.

Pre y < 0 dostaneme rovnicu —y = 4 — y, ktord vSak nema rieSenie.

Zdver. Dana sustava rovnic ma prave jedno riefenie, a to (z,y) = (-6, 2).

Iné rieSenie*. Odstranenim absolutnych hodnot v oboch rovniciach, t.j. rozborom §tyroch moznych



pripadov, ked

a) (2+4>20)A(y—42>0), t.j (x> —4) A (y > 4),
b) (z+4=0)A(y—4<0), t.]. (2 —4)A(y <4),
) (+4<0)A(y—420), t.j (z <—4)A(y >4),

d) (z+4<0)A(y—4<0), t.j. (x < —4) A (y <4),
zistime, ze pripady a), b), ¢) nedavaji (vzhladom na uvedené obmedzenia v jednotlivych pripadoch)
ziadne reélne rieSenie. V pripade d) potom dostaneme jediné rieSenie (z,y) = (—6,2) danej sustavy.

Komentar. V uvode riesenia pripomenieme vztah vVa? = |a|, ktory nam pomoéze transformovat si-
stavu zo zadania na sustavu rovnic s absoliutnou hodnotou, ktori by Studenti mali byt schopni bez
véacgich komplikacii vyriesit.

Domaca praca

Uloha 19.9. [59-11-4] Uréte vietky dvojice redlnych &isel x,y, ktoré vyhovuju ststave rovnic

|z +y| = 2010,
lz| —y =p,

reélne ¢islo x (tzv. dolna cela cast redlneho ¢isla x)

RieSenie*. Kedze ¢islo p je celé, je aj y = |x| — p celé ¢islo a |x + y| = |z] + y. Povodna sustava
rovnic je teda ekvivalentna so ststavou

lz| +y = 2010,
L'TJ —Yy=>n

ktorti lahko vyrieSime napriklad sé¢itacou metédou. Dostaneme |z| = (2010 + p) (o modze platit len
pre parne p) a y = |x| — p.
a) Pre p = 2 je rieSenim ststavy lubovolné x € (1006, 1007) a y = 1004.

b) Pre p = 3 nema sustava ziadne riesenie.

Iné riesenie*. Polozme |z| = a, potom x = a + ¢, pricom t € (0, 1).

a) Pre p = 2 sustavu prepiSeme na tvar y = a—2 a [2a—2+t| = 2010. Z poslednej rovnice vyplyva
2a — 2 = 2010, odtial a = 1006. Kedze t € (0,1), vyhovuje povodnej sistave kazdée = € (1006, 1007),
pricom y = 1004.

b) Pre p = 3 dostavame y = a — 3 a |2a — 3 + t] = 2010. Posledné rovnica je ekvivalentna so
vztahom 2a — 3 = 2010, ktorému nevyhovuje Ziadne celé ¢islo a. Pre p = 3 nemé dand siistava rovnic
rieSenie.

Uloha 19.10. [64-S-1] V obore realnych &isel vyrieste sustavu rovnic

1—z|=y+1,
14+y|=2 —2,

12— 2| =z — 22

RieSenie*. Prava strana prvej rovnice je nezaporné &islo, ¢o sa premietne do druhej rovnice, pri¢om
mozeme odstranit absolitnu hodnotu. Aj prava strana druhej rovnice je nezaporné ¢islo, ¢o sa s vyuzi-
tim rovnosti |z — 2| = |2 — z| premietne do tretej rovnice, pricom mozeme odstranit absolatnu hodnotu.



Dané stustava mé potom tvar

1+y=2 —2,
2 —2=g—2°

a odtial jednoduchym porovnanim dostavame rovnicu

11— x| =z —2°

Pre x < 1 dostaneme rovnicu 1 — z = x — 22 &ze (1 — x)? = 0, ktorej riefenie 2 = 1 ale predpokladu

x < 1 nevyhovuje.

Pre z > 1 vyjde rovnica 22 = 1; z jej dvoch riefeni = —1 a = = 1 predpokladu = > 1 vyhovuje
iba x = 1.
7 danej siistavy potom jednoducho dopocitame hodnoty y = —1 a z = 2. Stistava mé teda jediné

riesenie (z,y,2) = (1,—1,2).
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