
Seminár 19: Algebraické výrazy a rovnice � zloºitej²ie rovnice a ich

systémy

Ciele

Zoznámi´ ²tudentov s ¤al²ími typmi rovníc a ich sústav (iracionálne koe�cienty, dolná celá £as´), tieto
úlohy, spolu so slovnými úlohami precvi£i´.

Úlohy a rie²enia

Úloha 19.1. [59-S-1] Ak zvä£²íme £itate© aj menovate© istého zlomku o 1, dostaneme zlomok
o hodnotu 1/20 vä£²í. Ak urobíme s vä£²ím zlomkom rovnakú operáciu, dostaneme zlomok o
hodnotu 1/12 vä£²í, ako bola hodnota zlomku na za£iatku. Ur£te v²etky tri zlomky.

Rie²enie*. Ozna£me a/b pôvodný zlomok. Pod©a zadania platia rovnosti

a+ 1

b+ 1
− a

b
=

1
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a

a+ 2

b+ 2
− a

b
=
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(a, b ∈ N),

ktoré sú ekvivalentné so vz´ahmi

20b(a+ 1)− 20a(b+ 1) = b(b+ 1) a 12b(a+ 2)− 12a(b+ 2) = b(b+ 2).

Tie upravíme na tvar 19b− 20a = b2 a 22b− 24a = b2. Po od£ítaní oboch vz´ahov zistíme, ºe 4a = 3b,
£o po dosadení do druhej rovnosti dá 22b − 18b = b2, £iºe b2 = 4b. Vzh©adom na podmienku b 6= 0
odtia© vyplýva b = 4 a a = 3. H©adané zlomky sú teda 3

4 ,
4
5 a 5

6 .
Iné rie²enie*. Ozna£me a/b pôvodný zlomok. Zo vz´ahov

1
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=

1

4 · 5
a

1
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=

1

4 · 3
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2

4 · 6
moºno odhadnú´, ºe rie²ením by mohlo by´ b = 4. Potom

4(a+ 1)− 5a

4 · 5
=

1

20
a

4(a+ 2)− 6a

4 · 6
=

1

12
,

£iºe a = 3. Musíme sa v²ak e²te presved£i´, ºe úloha iné rie²enie nemá. Podmienky úlohy vedú ku
vz´ahom

b− a

b(b+ 1)
=

1

4 · 5
a

2(b− a)

b(b+ 2)
=

2

4 · 6
.

Z podielu ich ©avých a pravých strán potom vyplýva

b+ 2

b+ 1
=

6

5
,

£omu vyhovuje jedine b = 4.
Poznámka. V úplnom rie²ení nesmie chýba´ vylú£enie moºnosti b 6= 4. Napríklad z podobných

rovností 1/20 = 30/(24 · 25) a 1/12 = 52/(24 · 26) by sme mohli háda´, ºe b = 24, £o rie²ením nie je.

Úloha 19.2. [59-I-3-N1] Ur£te b0c, b3,5c, b2,1c, b−4c, b−3,9c, b−0,2c. Symbol bxc ozna£uje
najvä£²ie celé £íslo, ktoré nie je vä£²ie ako £íslo x, tzv. dolnú celú £as´ reálneho £ísla x.

Rie²enie. b0c = 0, b3,5c = 3, b2,1c = 2, b−4c = −4, b−3,9c = −4, b−0,2c = −1.

Úloha 19.3. [59-I-3-N2] Nech a je celé £íslo a t ∈ 〈0; 1). Ur£te bac, ba+ tc, ba+ 1
2 tc, ba− tc,

ba+ 2tc, ba− 2tc.
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Rie²enie. bac = a, ba + tc = a, ba + 1
2 tc = a, ba − tc = a, ak t = 0, resp. ba − tc = a − 1, ak t 6= 0,

ba+2tc = a, ak t < 0, 5, resp. ba+2tc = a+1, ak t ≥ 0, 5, ba−2tc = a, ak t = 0, resp. ba−2tc = a−1
ak t ≤ 0, 5 a ba− 2tc = a− 2 ak t > 0, 5.

Úloha 19.4. [59-I-3] Ur£te v²etky reálne £ísla x, ktoré vyhovujú rovnici 4x− 2bxc = 5.

Rie²enie*. Poloºme bxc = a, potom x = a + t, pri£om t ∈ 〈0, 1), a rovnicu 4(a + t) − 2a = 5
ekvivalentne upravme na tvar a = 5

2 − 2t. Aby bolo £íslo a celé, musí by´ 2t = k · 12 , pri£om k je
nepárne £íslo. Navy²e 2t ∈ 〈0, 2). Teda bu¤ 2t = 1

2 a a = 2, alebo 2t = 3
2 a a = 1. Pôvodná rovnica má

preto dve rie²enia: x1 = 2, 25 a x2 = 1, 75.

Iné rie²enie*. Rovnicu upravíme na tvar 2x − 5
2 = bxc. Taká rovnica bude splnená práve vtedy,

ke¤ £íslo 2x− 5
2 bude celé a bude sp¨¬a´ nerovnosti x− 1 < 2x− 5

2 ≤ x, ktoré sú ekvivalentné s pod-
mienkou 3

2 < x ≤ 5
2 . Pre takéto x zrejme hodnoty výrazu 2x − 5

2 vyplnia interval (12 ,
5
2〉. V ¬om leºia

práve dve celé £ísla 1 a 2, teda h©adané x nájdeme z rovníc 2x− 5
2 = 1 a 2x− 5

2 = 2.

Komentár. Aj napriek tomu, ºe funkcia dolná celá £as´ nie je beºným u£ivom preberaným v ²ko-
lách, nemala by analýza úlohy robi´ ºiakom ve©ké problémy.

Úloha 19.5. [57-I-3-N1] Ur£te v²etky celé £ísla n, pre ktoré nadobúda zlomok (4n+27)/(n+3)
celo£íselné hodnoty.

Rie²enie. Zlomok (4n+ 27)/(n+ 3) upravíme na tvar 4 + 15/(n+ 3), teda £íslo n+ 3 musí deli´ 15.
Z toho dostávame n ∈ {−18,−8,−6,−4,−2, 0, 2, 12}.

Úloha 19.6. [57-I-3] Máme ur£itý po£et krabi£iek a ur£itý po£et gu©ô£ok. Ak dáme do kaºdej
krabi£ky práve jednu gu©ô£ku, ostane nám n gu©ô£ok. Ke¤ v²ak necháme práve n krabi£iek
bokom, môºeme v²etky gu©ô£ky rozmiestni´ tak, aby ich v kaºdej zostávajúcej krabi£ke bolo
práve n. Ko©ko máme krabi£iek a ko©ko gu©ô£ok?

Rie²enie*. Ke¤ ozna£íme x po£et krabi£iek a y po£et gu©ô£ok, dostaneme zo zadania sústavu rovníc

x+ n = y a (x− n) · n = y (1)

s neznámymi x, y a n z oboru prirodzených £ísel. Vylú£ením neznámej y dostaneme rovnicu x + n =
= (x− n) · n, ktorá pre n = 1 nemá rie²enie. Pre n ≥ 2 dostaneme

x =
n2 + n

n− 1
= n+ 2 +

2

n− 1
, (2)

odkia© vidíme, ºe (prirodzené) £íslo n−1musí by´ delite©om £ísla 2. Teda n ∈ {2, 3}. Prípustné hodnoty
n dosadíme do 1 a sústavu vyrie²ime (moºno tieº vyuºi´ vz´ah 2. Pre n = 2 dostaneme x = 6, y = 8 a
pre n = 3 ur£íme x = 6 a y = 9.

Skú²ka. Majme ²es´ krabi£iek a osem gu©ô£ok. Ke¤ do kaºdej krabi£ky dáme práve jednu gu©ô£ku,
ostane n = 2 gu©ô£ok. Ke¤ v²ak odoberieme dve krabi£ky, môºeme do zostávajúcich ²tyroch rozdeli´
gu©ô£ky práve po dvoch. Podmienky úlohy sú teda splnené. Pre ²es´ krabi£iek a devä´ gu©ô£ok urobíme
skú²ku rovnako ©ahko.

Záver. Bu¤ máme ²es´ krabi£iek a osem gu©ô£ok, alebo ²es´ krabi£iek a devä´ gu©ô£ok.

Komentár. Úloha, spolu s úlohou predchádzajúcou, je beºnou slovnou úlohou vedúcou na sústavu
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rovníc. Jej úspe²né vyrie²enie v²ak vyºaduje umnú manipuláciu s výrazmi.

Úloha 19.7. [57-II-4] Nájdite v²etky trojice celých £ísel x, y, z, pre ktoré platí

x+ y
√
3 + z

√
7 = y + z

√
3 + x

√
7.

Rie²enie*. Rovnicu prepí²eme na tvar

x− y = (z − y)
√
3 + (x− z)

√
7

a umocníme. Po jednoduchej úprave dostaneme

(x− y)2 − 3(z − y)2 − 7(x− z)2 = 2(x− z)(z − y)
√
21. (3)

Pre x 6= z a y 6= z nemôºe rovnos´ 3 plati´, pretoºe jej pravá strana je v takom prípade £íslo iracionálne,
zatia© £o ©avá strana je £íslo celé. Rovnos´ teda môºe nasta´, len ke¤ x = z alebo y = z.

V prvom prípade po dosadení x = z do pôvodnej rovnice dostaneme z − y =
√
3(z − y). Odtia©

z = y = x.
V druhom prípade, ke¤ y = z, dôjdeme analogicky k rovnakému výsledku.
Záver. Rie²ením danej rovnice sú v²etky trojice (x, y, z) = (k, k, k), kde k je ©ubovo©né celé £íslo.

Komentár. Aj napriek tomu, ºe vzorové rie²enie úlohy vyzerá zrozumite©ne, úloha rie²ite©ov krajských
kôl potrápila (bola najhor²ie hodnotenou úlohou daného krajského kola). Záludnosti sa ukrývajú vo
vyty£ovaní iracionálnych £ísel a nie neznámych, vhodnej úprave rovnice a diskusii o (i)racionalite oboch
strán rovnice.

Úloha 19.8. [64-I-1] Ur£te v²etky dvojice (x, y) reálnych £ísel, ktoré vyhovujú sústave rovníc√
(x+ 4)2 = 4− y,√
(y − 4)2 = x+ 8.

Rie²enie*. Vzh©adom na to, ºe pre kaºdé reálne £íslo a platí
√
a2 = |a|, je daná sústava rovníc

ekvivalentná so sústavou rovníc

|x+ 4| = 4− y,

|y − 4| = x+ 8.

Z prvej rovnice vidíme, ºe musí by´ 4− y ≥ 0, teda y ≤ 4. V druhej rovnici môºeme teda odstráni´
absolútnu hodnotu. Dostaneme tak

|y − 4| = 4− y = x+ 8, t. j. − y = x+ 4.

Po dosadení za x+ 4 do prvej rovnice dostaneme

| − y| = |y| = 4− y.

Ke¤ºe y ≤ 4, budeme ¤alej uvaºova´ dva prípady.
Pre 0 ≤ y ≤ 4 rie²ime rovnicu y = 4 − y, a teda y = 2. Nájdenej hodnote y = 2 zodpovedá po

dosadení do druhej rovnice x = −6.
Pre y < 0 dostaneme rovnicu −y = 4− y, ktorá v²ak nemá rie²enie.
Záver. Daná sústava rovníc má práve jedno rie²enie, a to (x, y) = (−6, 2).

Iné rie²enie*. Odstránením absolútnych hodnôt v oboch rovniciach, t. j. rozborom ²tyroch moºných
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prípadov, ke¤
a) (x+ 4 ≥ 0) ∧ (y − 4 ≥ 0), t. j. (x ≥ −4) ∧ (y ≥ 4),
b) (x+ 4 ≥ 0) ∧ (y − 4 < 0), t. j. (x ≥ −4) ∧ (y < 4),
c) (x+ 4 < 0) ∧ (y − 4 ≥ 0), t. j. (x < −4) ∧ (y ≥ 4),
d) (x+ 4 < 0) ∧ (y − 4 < 0), t. j. (x < −4) ∧ (y < 4),
zistíme, ºe prípady a), b), c) nedávajú (vzh©adom na uvedené obmedzenia v jednotlivých prípadoch)
ºiadne reálne rie²enie. V prípade d) potom dostaneme jediné rie²enie (x, y) = (−6, 2) danej sústavy.

Komentár. V úvode rie²enia pripomenieme vz´ah
√
a2 = |a|, ktorý nám pomôºe transformova´ sú-

stavu zo zadania na sústavu rovníc s absolútnou hodnotou, ktorú by ²tudenti mali by´ schopní bez
vä£²ích komplikácií vyrie²i´.

Domáca práca

Úloha 19.9. [59-II-4] Ur£te v²etky dvojice reálnych £ísel x, y, ktoré vyhovujú sústave rovníc

bx+ yc = 2010,

bxc − y = p,

ak a) p = 2, b) p = 3. Symbol bxc ozna£uje najvä£²ie celé £íslo, ktoré nie je vä£²ie ako dané
reálne £íslo x (tzv. dolná celá £as´ reálneho £ísla x).

Rie²enie*. Ke¤ºe £íslo p je celé, je aj y = bxc − p celé £íslo a bx + yc = bxc + y. Pôvodná sústava
rovníc je teda ekvivalentná so sústavou

bxc+ y = 2010,

bxc − y = p,

ktorú ©ahko vyrie²ime napríklad s£ítacou metódou. Dostaneme bxc = 1
2(2010 + p) (£o môºe plati´ len

pre párne p) a y = bxc − p.
a) Pre p = 2 je rie²ením sústavy ©ubovo©né x ∈ 〈1006, 1007) a y = 1004.

b) Pre p = 3 nemá sústava ºiadne rie²enie.

Iné rie²enie*. Poloºme bxc = a, potom x = a+ t, pri£om t ∈ 〈0, 1).
a) Pre p = 2 sústavu prepí²eme na tvar y = a−2 a b2a−2+ tc = 2010. Z poslednej rovnice vyplýva

2a − 2 = 2010, odtia© a = 1006. Ke¤ºe t ∈ 〈0, 1), vyhovuje pôvodnej sústave kaºdé x ∈ 〈1006, 1007),
pri£om y = 1004.

b) Pre p = 3 dostávame y = a − 3 a b2a − 3 + tc = 2010. Posledná rovnica je ekvivalentná so
vz´ahom 2a− 3 = 2010, ktorému nevyhovuje ºiadne celé £íslo a. Pre p = 3 nemá daná sústava rovníc
rie²enie.

Úloha 19.10. [64-S-1] V obore reálnych £ísel vyrie²te sústavu rovníc

|1− x| = y + 1,

|1 + y| = z − 2,

|2− z| = x− x2.

Rie²enie*. Pravá strana prvej rovnice je nezáporné £íslo, £o sa premietne do druhej rovnice, pri£om
môºeme odstráni´ absolútnu hodnotu. Aj pravá strana druhej rovnice je nezáporné £íslo, £o sa s vyuºi-
tím rovnosti |z−2| = |2−z| premietne do tretej rovnice, pri£om môºeme odstráni´ absolútnu hodnotu.
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Daná sústava má potom tvar

|1− x| = y + 1,

1 + y = z − 2,

z − 2 = x− x2

a odtia© jednoduchým porovnaním dostávame rovnicu

|1− x| = x− x2.

Pre x < 1 dostaneme rovnicu 1− x = x− x2 £iºe (1− x)2 = 0, ktorej rie²enie x = 1 ale predpokladu
x < 1 nevyhovuje.

Pre x ≥ 1 vyjde rovnica x2 = 1; z jej dvoch rie²ení x = −1 a x = 1 predpokladu x ≥ 1 vyhovuje
iba x = 1.

Z danej sústavy potom jednoducho dopo£ítame hodnoty y = −1 a z = 2. Sústava má teda jediné
rie²enie (x, y, z) = (1,−1, 2).
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