
Seminár 22: Geometria V � ²tvoruholníky

Úloha 22.1. [57-I-2] �tvoruholníku ABCD je vpísaná kruºnica so stredom S. Ur£te rozdiel |]ASD|−
− |]CSD|, ak |]ASB| − |]BSC| = 40◦

Úloha 22.2. [61-II-3] Nech E je stred strany CD rovnobeºníka ABCD, v ktorom platí 2|AB| =
= 3|BC|. Dokáºte, ºe ak sa dá do ²tvoruholníka ABCE vpísa´ kruºnica, dotýka sa táto kruºnica strany
BC v jej strede.

Úloha 22.3. [59-II-3] Daná je kruºnica k so stredom S. Kruºnica l má vä£²í polomer ako kruºnica
k, prechádza jej stredom a pretína ju v bodoch M a N . Priamka, ktorá prechádza bodom N a je
rovnobeºná s priamkou MS, vytína na kruºniciach tetivy NP a NQ. Dokáºte, ºe trojuholník MPQ
je rovnoramenný.

Úloha 22.4. [60-I-3] Máme ²tvorec ABCD so stranou d¨ºky 1 cm. Body K a L sú stredy strán DA
a DC. Bod P leºí na strane AB tak, ºe |BP | = 2|AP |. Bod Q leºí na strane BC tak, ºe |CQ| = 2|BQ|.
Úse£ky KQ a PL sa pretínajú v bode X. Obsahy ²tvoruholníkov APXK, BQXP , QCLX a LDKX
ozna£íme postupne SA, SB, SC , SD.

a) Dokáºte, ºe SB = SD.
b) Vypo£ítajte rozdiel SC − SA.
c) Vysvetlite, pre£o neplatí SA + SC = SB + SD.

vyjadríme číslo y; dostaneme y = (50l − 19x)/3 (ďalší postup by bol podobný, aj keby
sme vyjadrili x miesto y). Po dosadení dostaneme

23x+ y = 23x+
50l − 19x
3

=
69x+ 50l − 19x

3
=
50 · (x+ l)

3
.

O výslednom zlomku vieme, že je to prirodzené číslo. Čitateľ tohto zlomku je deliteľný
číslom 50. V menovateli je len číslo 3, ktoré je nesúdeliteľné s 50, preto sa číslo 50 nemá
s čím z menovateľa vykrátiť a teda číslo 23x+ y je deliteľné 50.

Iné riešenie. Zrejme 3 · (23x + y) − (19x + 3y) = 50x, čiže ak 50 delí jedno z čísel
23x+ y a 19x+ 3y, tak delí aj druhé z nich.

Návodné a dopĺňajúce úlohy:
N1. Ukážte, že každé prvočíslo väčšie ako 3 sa dá napísať v tvare 6k + 1 alebo 6k − 1 pre

vhodné prirodzené číslo k. [Každé prvočíslo sa dá napísať v tvare 6k+ z, kde z je jeho
zvyšok po delení šiestimi. Čísla 6k, 6k+2 a 6k+4 sú evidentne deliteľné dvoma, 6k+3
je deliteľné tromi, preto ostávajú len čísla v tvare 6k + 1 a 6k + 5.]

N2. Nech x + 5y dáva zvyšok 1 po delení 7. Aký zvyšok po delení 7 dáva číslo 3x + 15y?
A číslo 4x+13y? [Keďže x+5y = 7k+1 pre vhodné k, máme 3x+15y = 3(7k+1) =
= 7 · 3k + 3, čiže zvyšok je 3. Podobne 4x+ 20y = 4(7k + 1) = 7 · 4k + 4, pritom číslo
4x+ 13y sa od 4x+ 20y líši len o násobok 7, preto dáva rovnaký zvyšok.]

D1. Dokážte, že ak pre celé čísla a, b, c platí 7 | a − 3b + 5c, tak platí aj 7 | 4a + 2b − c.
Zistite, či platí opačná implikácia. [Platí aj opačná implikácia. Návod: (4a+ 2b − c)−
− 4(a − 3b+ 5c) = 14b − 21c = 7(2b − 3c).]

D2. Dokážte, že ku každému celému číslu x existuje celé číslo y také, že 19x+3y je deliteľné
50. [Číslo 19x dáva po delení 50 zvyšok, ktorý označíme z. Chceme ukázať, že pre
ľubovoľné z vieme nájsť y tak, aby číslo 3y dávalo zvyšok 50 − z. Vezmime si čísla
3 · 1, 3 · 2, 3 · 3, . . . , 3 · 50. Keby dve z týchto čísel, povedzme 3i a 3j, dávali rovnaký
zvyšok, musí byť ich rozdiel 3(i− j) deliteľný 50. Pritom 3 a 50 sú nesúdeliteľné, preto
50 | i − j. To však nie je možné, lebo 1 5 i − j 5 49. Preto vymenované čísla dávajú
všetky možné rôzne zvyšky po delení 50, a teda jedno z nich dáva zvyšok 50− z.]

3. Máme štvorec ABCD so stranou dĺžky 1 cm. Body K a L sú stredy strán DA a DC.
Bod P leží na strane AB tak, že |BP | = 2|AP |. Bod Q leží na strane BC tak, že |CQ| =
= 2|BQ|. Úsečky KQ a PL sa pretínajú v bode X. Obsahy štvoruholníkov APXK,
BQXP , QCLX a LDKX označíme postupne SA, SB, SC , SD (obr. 1).

a) Dokážte, že SB = SD.
b) Vypočítajte rozdiel SC − SA.
c) Vysvetlite, prečo neplatí SA + SC = SB + SD. (Peter Novotný)

A B

CD

K

L

P

Q
X

SA
SB

SC
SD

Obr. 1

2

Matematický seminár pre talentovaných ²tudentov

https://seminar-mo.sk/

1


