Seminar 22: Geometria V — Stvoruholniky

Ciele

Uplatnit znalosti z predchadzajicich geometrickych seminirov pri riefen{ dloh o $tvoruholnikoch.
Ulohy a rieSenia

Uloha 22.1. [57-1-2] Stvoruholniku ABCD je vpisana kruznica so stredom S. Uréte rozdiel
|LASD| — |£CSD|, ak |[£{ASB| — |{BSC| = 40°

Riesenie*. Paty kolmic spustenych zo stredu S vpisanej kruZznice na strany AB, BC, CD a DA
oznafme postupne K, L, M a N (obr. 1). Pravouhlé trojuholniky ASK a ASN st zhodné podla vety
Ssu. Maju totiz spoloént preponu AS a zhodné odvesny SK a SL, ktorych dizka je rovna polomeru
vpisanej kruznice. Zo zhodnosti tychto trojuholnikov vyplyva jednak zname tvrdenie o dlzkach dotyénic
(|JAK| = |AN]), jednak zhodnost uhlov ASK a ASN, ktorych spolo¢ni velkost oznacime a:

|LASK| = |£ASN| = a.

Analogicky zistime zhodnost trojuholnikov SBK a SBL, dalej SCL a SCM, a nakoniec SDM a
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Obr. 1:

SDN. Na zaklade uvedenych zhodnost{ mézeme polozit
|{BSK|=|4BSL|=p, |LCSL|=|{LCSM|=~, |L{DSM|=|{DSN|=26.
Odtial a z obr. 1 potom dostavame

|LASD| — |£CSD| = (a+0) — (Yy+0) =a—v =
= (a+ ) — (v+ ) = |£ASB| — |4BSC| = 40°.

Zdver. |{ASD| — |£CSD| = 40°.

Komentar. Uloha je relativne nezlozitym tivodom do semindra a nadvizuje na posledné geomet-
rické stretnutie, ktoré sa zaoberalo opisanymi a vpisanymi kruznicami trojuholniku. Pre uplnost len
dodajme, Ze §tvoruholnik, ktorému je mozné vpisat kruznicu, sa nazyva dotyénicovi.

Uloha 22.2. [61-11-3] Nech E je stred strany C'D rovnobeznika ABCD, v ktorom plati
2|AB| = 3|BC/|. Dokaite, 7ze ak sa d4 do Stvoruholnika ABCE vpisat kruznica, dotyka sa tato
kruZnica strany BC' v jej strede.



Riesenie*. KedZe stvoruholnik ABCE je podla zadania dotyénicovy, pre dlzky jeho stran plati znama
rovnost!

|AB| + |CE| = |BC| + |AE]|.
V nagej situécii pri oznafeni a = |AB| plati |[BC| = |[AD| = 2a a |CE| = |DE| = }a (obr. 2),
odkial po dosadeni do uvedenej rovnosti zistime, ze |AE| = %a. Teraz si véimneme, Ze pre dlzky stran
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Obr. 2:
trojuholnika ADFE plati
2 1 5
|AD|: |DE|:|AE|=-a:-a:-a=4:3:5,
3 2 6

takze podla (obratenej casti) Pytagorovej vety mé trojuholnik ADFE pravy uhol pri vrchole D, a teda
rovnobeznik ABCD je obdlznik. Doty¢nica BC kruznice vpisanej tvoruholniku ABCE je teda kolmé
na dve jej (navzajom rovnobezné) doty¢nice AB a C'E. To uz zrejme znamend, ze bod dotyku doty¢-
nice BC je stredom tsecky BC' (vyplyva to zo zistenej kolmosti vyznafeného priemeru kruznice na jej
vyznaceny polomer).

Iné rieSenie*. UkaZeme, Ze pozadované tvrdenie moZno dokézat aj bez toho, aby sme si v8imli, Ze
rovnobeznik ABCD je v danej tlohe obdlznikom. Namiesto toho vyuzijeme, ze tsecka CE je stredna
priecka trojuholnika ABF, pricom F' je priesetnik polpriamok BC a AE (obr. 3), lebo CE || AB a
|CE| = 1|AB|. Ozna¢me preto a = |[AB| = 2|CE|, b = |BC| = |CF| a e = |AE| = |EF| (rovnost
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Obr. 3:

2a = 3b pouzijeme az neskor). Rovnako ako v prvom rieSeni vyuzijeme rovnost b+ e = a + %a(: %a),

'Rovnost sa odvodi rozpisanim dizok stran na ich @seky vymedzené bodmi dotyku vpisanej kruznice a naslednym
vyuzitim toho, Ze kazdé dva z tychto tsekov, ktoré vychadzaji z rovnakého vrcholu Stvoruholnika, si zhodné.



ktora plati pre dlzky stran doty¢nicového &tvoruholnika ABCE. Kruznica jemu vpisana sa dotyka stran
BC, CE, AFE postupne v bodoch P, ), R tak, ze platia rovnosti

|CP| =1|CQ|, |EQ|=|ER| atiez |FP|=|FR)|.
Pre stcet zhodnych dizok |FP| a |FR| teda plati
|FP|+ |FR| = (b+|CP|)+ (e+ |ER|) = (b+e)+ (|CP|+ |ER]|) =

3 3 1
—3a i cqr v 1BQ) = 2a+ ta =2,
2 2 2
¢o znamend, ze |[F'P| = |FR| = a.

Teraz uz riesenie tlohy ahko dokonéime. Rovnost [BP| = $b, ktortt mame v naej situdcii dokazat,
vyplyva z rovnosti

|BP

= |BF|— |FP|=2b—a,

ked do nej dosadime zadany vztah a = %b.

Komentar. Uloha nadviizuje na predchadzajucu a vyuziva rovnost stuétov dlzok opaénych stran do-
ty€nicového stvoruholnika. Dalej tudenti uplatnia bud Pytagorovu vetu alebo vedomosti o strednych
prieckach v trojuholniku, ¢o dlohu Cini zaujimavou z hladiska pestrosti.

Uloha 22.3. [59-1I-3] Dana je kruznica k so stredom S. Kruznica [ ma vicsi polomer ako
kruznica k, prechadza jej stredom a pretina ju v bodoch M a N. Priamka, ktord prechadza
bodom N a je rovnobezna s priamkou M S, vytina na kruzniciach tetivy NP a NQ. Dokazte, 7Ze
trojuholnik M P(@ je rovnoramenny.

Riesenie*. Polomer kruznice k ozna¢me r. Oznacenie vrcholov P, @ v trojuholniku M PQ nie je
dolezité, preto bez ujmy na vSeobecnosti ozna¢me P ten z bodov priamky vedenej bodom N rovno-
bezne s priamkou M S, ktory lezi na kruZnici k. Bod @ potom lezi na kruznici [ a §tvoruholnik NQM S
je lichobeznik vpisany do kruznice | (obr. 4). Je teda rovnoramenny s ramenami MQ a NS dizky r.
Navyse aj tsecky SP a SM maja dlzku r. Z rovnoramenného trojuholnika NPS a rovnoramenného
lichobeznika NQM S vyplyva rovnost uhlov |[{SPN| = |{SNP| = |{MQP)|. Prietka PQ teda pretina
priamky SP a M@ pod rovnako velkymi uhlami, a preto (podla vety o stthlasnych uhloch) st priamky
SP a MQ rovnobezné. Stvoruholntk PQMS je teda rovnobeznik, a kedze |[SM| = |SP| = r, je to
dokonca kosostvorec. Odtial je uz zrejmé, ze trojuholnik M PQ je rovnoramenny s ramenami PQ a
MQ dlzky r.

Obr. 4:

Pozndmka. Existencia tetiv NP a N(Q v zadani je zarutend vdaka predpokladu, Ze kruZnica [ mé
vacsi polomer ako kruznica k. Ak oznafime C stred tsecky SM a E ten priese¢nik kruznice k s osou
tseCky SM, ktory lezi v polrovine SM O, bude stred O kruznice [ lezat na polpriamke C'E aZ za bodom



Obr. 5:

E (obr. 5). Dalst priese¢nik N oboch kruZnic preto padne do pasu medzi rovnobezkami SM a NoFE
v polrovine OC'S, pricom Ny je §tvrty vrchol kosostvorca s vrcholmi S, M, E. Na to sta¢i ukéizat,
usecky ONy. Toto porovnanie dvoch stran trojuholnika OSSNy jednoducho vyplyva z porovnania jeho
vnitornych uhlov: uhol pri vrchole Ny je najviacsi, lebo oba uhly pri protilahlej strane OS st mensie
ako 60° (trojuholnik E'SNj je rovnostranny). Lahko nahliadneme, Ze kazda z rovnobeziek uvedeného
pasu pretina kazda z oboch kruznic v dvoch bodoch (vZdy stumerne zdruzenych podla prislusnej osi
kolmej na SM). Tym je dokdzana nielen existencia oboch tetiv NP a NQ@, ale aj to, ze ich krajné body
P a @ lezia na rovnakej strane od bodu N (ako na obr. 4), lebo oba body zrejme lezia v polrovine
opac¢nej k spomenutej polrovine OC'S.

Komentar. Diskusia v poznamke je len zaujimavym doplnkom tlohy, existencia tetiv je totiz predpo-
kladom zadania a nie je nutné ju dokazovat. Uloha vyuziva tivahu, Ze lichobeznik, ktorého zakladne st
rovnobezné tetivy danej kruznice, je rovnoramenny, ktord moéze byt pre Studentov zaujimavym uvedo-
menim.

Uloha 22.4. [60-I-3] Mame 3tvorec ABCD so stranou dizky 1cm. Body K a L su stredy
stran DA a DC. Bod P lezi na strane AB tak, ze |BP| = 2|AP|. Bod @ leZi na strane BC' tak,
ze |CQ| = 2|BQ|. Usetky KQ a PL sa pretinaju v bode X. Obsahy $tvoruholnikov APXK,
BQQXP, QCLX a LDK X ozna¢ime postupne Sa, Sp, Sc, Sp.

a) Dokazte, ze S = Sp.

b) Vypocitajte rozdiel Sc — S4.

c) Vysvetlite, preco neplati Sy + Sc = Sp + Sp.
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Riegenie*. a) Stvoruholniky ABQK a DAPL st zhodné (jeden z nich je obrazom druhého v otoceni
0 90° so stredom v strede §tvorca ABCD). Preto maja aj rovnaky obsah, ¢ize Sy + Sp = Sa + Sp.
7 toho hned dostaneme Sg = Sp.

b) Lahko sa nam podari vypoéitat obsah pravouhlého lichobeznika ABQK, lebo pozname dlzky



zékladni aj vy$ku. Dostaneme

1 1 1 )
SA+SB_<2+3)2_12CIHQ

Podobne vypoétom obsahu lichobeZnika PBC'L dostaneme

1 2 1 7
SC+SB: <2+3>2:12CH12

Odc¢itanim prvej ziskanej rovnosti od druhej dostavame Sg — S4 = % — % = %cmz.

¢) Nerovnost medzi obsahmi S4 + Sc a Sp + Sp (ktorych priame vypocty nie st v silach ziakov
1. ro¢nika) mozeme zdovodnit nasledovnym sposobom: Stéet tychto dvoch obsahov je 1cm?, takze sa
nerovnaju prave vtedy, ked je jeden z nich mensi ako %ch. Bude to obsah Sp + Sp (rovny 2Sp, ako
uz vieme), ked ukazeme, ze obsah Sp je mensi ako i cm?. Urobime to tak, Zze do celého §tvorca ABCD
umiestnime bez prekrytia Styri kopie Stvoruholnika PBQX. Ako ich umiestnime, vidime na obr. 6,

pricom M, N su stredy stran BC, AB a R, S body, ktoré delia strany CD, DA v pomere 1 : 2.
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Obr. 6: Obr. 7:

Iné rieSenie* casti ¢). Tentoraz namiesto nerovnosti Sp + Sp < %ch dokaZeme ekvivalentnu ne-

rovnost S4 + So > %ch. Preto sa pokusime ,premiestnit” gtvoruholnik APX K tak, aby lezal pri
Stvoruholniku XQCL a aby sa ich obsahy dali geometricky sé¢itat. Uhly AKQ a DLP st zhodné a
|AK| = |DL|, preto mozeme Stvoruholnik APX K premiestnit vo §tvorci ABCD do jeho ,rohu“ D
tak, #e k §tvoruholniku XQCL prilahne pozdlz strany LX svojou stranou LY, pricom Y je priesec-
nik aseciek SM a PL z povodného rieenia (obr. 7). Obsah S + S¢ je potom obsahom Sestuholnika
DSY XQC. Preco je vacsi ako %cmz, mozeme zddvodnit napriklad takto: 5

Usecka spajajuca bod L so stredom U tsecky K@ pretne tsecku SM v jej strede V. Stvoruhol-
nik UQMYV mé obsah rovny polovici obsahu rovnobeznika KQM S, teda rovny obsahu trojuholnika
KMS. Preto ma Sestuholnik DSVUQC obsah rovny obsahu Stvoruholnika KMCD, t.j. polovici ob-
sahu §tvorca ABCD. Obsah S4 + S¢ je eSte vicsi, a to o obsah Stvoruholnika XUVY. Teda naozaj

Sa+ Sc > %ch.

Komentar. Prvé dve €asti st prijemnym tGvahovym rozohriatim k Casti tretej, ktord vyzaduje tro-
chu viac invencie. Demonstruje v8ak zaujimavy pristup k rieSeniu a porovnéavanie obsahov obrazcov
namiesto priameho vypoctu obsahov.
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