
Seminár 22: Geometria V � ²tvoruholníky

Ciele

Uplatni´ znalosti z predchádzajúcich geometrických seminárov pri rie²ení úloh o ²tvoruholníkoch.

Úlohy a rie²enia

Úloha 22.1. [57-I-2] �tvoruholníku ABCD je vpísaná kruºnica so stredom S. Ur£te rozdiel
|]ASD| − |]CSD|, ak |]ASB| − |]BSC| = 40◦

Rie²enie*. Päty kolmíc spustených zo stredu S vpísanej kruºnice na strany AB, BC, CD a DA
ozna£me postupne K, L, M a N (obr. 1). Pravouhlé trojuholníky ASK a ASN sú zhodné pod©a vety
Ssu. Majú totiº spolo£nú preponu AS a zhodné odvesny SK a SL, ktorých d¨ºka je rovná polomeru
vpísanej kruºnice. Zo zhodnosti týchto trojuholníkov vyplýva jednak známe tvrdenie o d¨ºkach doty£níc
(|AK| = |AN |), jednak zhodnos´ uhlov ASK a ASN , ktorých spolo£nú ve©kos´ ozna£íme α:

|]ASK| = |]ASN | = α.

Analogicky zistíme zhodnos´ trojuholníkov SBK a SBL, ¤alej SCL a SCM , a nakoniec SDM a
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Analogicky zistíme zhodnosť trojuholníkov SBK a SBL, ďalej SCL a SCM ,
a nakoniec SDM a SDN . Na základe uvedených zhodností môžeme položiť

|]BSK| = |]BSL| = β, |]CSL| = |]CSM | = γ, |]DSM | = |]DSN | = δ.

Odtiaľ a z obr. 1 potom dostávame

|]ASD| − |]CSD| = (α+ δ)− (γ + δ) = α− γ =

= (α+ β)− (γ + β) = |]ASB| − |]BSC| = 40◦.

Záver. |]ASD| − |]CSD| = 40◦.

Návodné a dopĺňajúce úlohy:
N1. Dotyčnice vedené ku kružnici k(O; r) z bodu A sa dotýkajú kružnice k v bodoch T

a U . Dokážte, že a) jAT j = jAU j, b) j]AOT j = j]AOU j.
N2. Lichobežníku ABCD (AB k CD) je vpísaná kružnica so stredom O. Dokážte, že

a) j]AODj = 90�, b) j]DOCj = j]DAOj+ j]ABOj.
N3. Dotyčnice vedené ku kružnici k(O; r) z bodu A sa dotýkajú kružnice k v bodoch T

a U . Tretia dotyčnica pretína úsečky AT a AU postupne v bodoch B a C. Určte obvod
trojuholníka ABC, ak jAT j = 12 cm. [24 cm; pre bod V dotyku dotyčnice BC platí
jCV j = jCT j a jBV j = jBU j, takže jBCj = jCT j+ jBU j.]

3. Máme určitý počet krabičiek a určitý počet guľôčok. Ak dáme do každej krabičky práve
jednu guľôčku, ostane nám n guľôčok. Keď však necháme práve n krabičiek bokom,
môžeme všetky guľôčky rozmiestniť tak, aby ich v každej zostávajúcej krabičke bolo
práve n. Koľko máme krabičiek a koľko guľôčok? (Vojtech Bálint)

Riešenie. Keď označíme x počet krabičiek a y počet guľôčok, dostaneme zo zadania
sústavu rovníc

x+ n = y a (x− n) · n = y (1)

s neznámymi x, y a n z oboru prirodzených čísel. Vylúčením neznámej y dostaneme
rovnicu x+ n = (x− n) · n, ktorá pre n = 1 nemá riešenie. Pre n = 2 dostaneme

x =
n2 + n

n− 1
= n+ 2 +

2
n− 1

, (2)
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Obr. 1:

SDN . Na základe uvedených zhodností môºeme poloºi´

|]BSK| = |]BSL| = β, |]CSL| = |]CSM | = γ, |]DSM | = |]DSN | = δ.

Odtia© a z obr. 1 potom dostávame

|]ASD| − |]CSD| = (α+ δ)− (γ + δ) = α− γ =

= (α+ β)− (γ + β) = |]ASB| − |]BSC| = 40◦.

Záver. |]ASD| − |]CSD| = 40◦.

Komentár. Úloha je relatívne nezloºitým úvodom do seminára a nadväzuje na posledné geomet-
rické stretnutie, ktoré sa zaoberalo opísanými a vpísanými kruºnicami trojuholníku. Pre úplnos´ len
dodajme, ºe ²tvoruholník, ktorému je moºné vpísa´ kruºnicu, sa nazýva doty£nicový.

Úloha 22.2. [61-II-3] Nech E je stred strany CD rovnobeºníka ABCD, v ktorom platí
2|AB| = 3|BC|. Dokáºte, ºe ak sa dá do ²tvoruholníka ABCE vpísa´ kruºnica, dotýka sa táto
kruºnica strany BC v jej strede.
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Rie²enie*. Ke¤ºe ²tvoruholník ABCE je pod©a zadania doty£nicový, pre d¨ºky jeho strán platí známa
rovnos´1

|AB|+ |CE| = |BC|+ |AE|.
V na²ej situácii pri ozna£ení a = |AB| platí |BC| = |AD| = 2

3a a |CE| = |DE| = 1
2a (obr. 2),

odkia© po dosadení do uvedenej rovnosti zistíme, ºe |AE| = 5
6a. Teraz si v²imneme, ºe pre d¨ºky strán

Keďže na pravej strane je každá z cifier a, b, c dvakrát na mieste jednotiek, desiatok aj
stoviek, môžeme rovnicu prepísať na tvar

300a + 30b + 3c + 6 = 222a + 222b + 222c, čiže 78a + 6 = 192b + 219c.

Po vydelení číslom 3 dostaneme rovnicu 26a + 2 = 64b + 73c, z ktorej vidíme, že c je
párna cifra. Platí preto c = 2, čo spolu so zrejmou nerovnosťou b = 1 (pripomíname, že
všetky tri neznáme cifry sú podľa zadania nenulové) vedie na odhad

64b + 73c = 64 + 146 = 210.

Musí preto platiť 26a + 2 = 210, odkiaľ a = (210 − 2) : 26 = 8, takže cifra a je buď
8, alebo 9. Pre a = 8 však v nerovnosti z predošlej vety nastane rovnosť, takže nutne
b = 1 a c = 2 (a rovnica zo zadania úlohy je potom splnená). Pre a = 9 dostávame
rovnicu

64b + 73c = 26 · 9 + 2 = 236,

z ktorej vyplýva, že c je jednak deliteľné štyrmi, jednak je menšie ako 4, čo nemôže
nastať súčasne.

Odpoveď. Cifry na kartičkách sú 8, 2 a 1.

Poznámka. Riešiť odvodenú rovnicu 26a + 2 = 64b + 73c pre neznáme (nenulové
a navzájom rôzne) cifry a, b, c možno viacerými úplnými a systematickými postupmi,
uviedli sme len jeden z nich.
Za úplné riešenie dajte 6 bodov, z toho najviac 3 body za správne zostavenú rovnicu, rozvoj dekadických
zápisov čísel a úpravu na lineárnu rovnicu s neznámymi a, b, c. Ďalšími 3 bodmi potom ohodnoťte
postup pri hľadaní riešenia odvodenej rovnice, pritom len za uhádnutie hľadanej trojice dajte 1 bod.

3. Nech E je stred strany CD rovnobežníka ABCD, v ktorom platí 2|AB| = 3|BC|.
Dokážte, že ak sa dá do štvoruholníka ABCE vpísať kružnica, dotýka sa táto kružnica
strany BC v jej strede. (Ján Mazák)

Riešenie. Keďže štvoruholník ABCE je podľa zadania dotyčnicový, pre dĺžky jeho
strán platí známa rovnosť1

|AB|+ |CE| = |BC|+ |AE|.
V našej situácii pri označení a = |AB| platí |BC| = |AD| = 2

3a a |CE| = |DE| = 1
2a

(obr. 1), odkiaľ po dosadení do uvedenej rovnosti zistíme, že |AE| = 5
6a.
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Obr. 1

1 Rovnosť sa odvodí rozpísaním dĺžok strán na ich úseky vymedzené bodmi dotyku vpísanej kružnice
a následným využitím toho, že každé dva z týchto úsekov, ktoré vychádzajú z rovnakého vrcholu
štvoruholníka, sú zhodné.
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Obr. 2:

trojuholníka ADE platí

|AD| : |DE| : |AE| = 2

3
a :

1

2
a :

5

6
a = 4 : 3 : 5,

takºe pod©a (obrátenej £asti) Pytagorovej vety má trojuholník ADE pravý uhol pri vrchole D, a teda
rovnobeºník ABCD je obd¨ºnik. Doty£nica BC kruºnice vpísanej ²tvoruholníku ABCE je teda kolmá
na dve jej (navzájom rovnobeºné) doty£nice AB a CE. To uº zrejme znamená, ºe bod dotyku doty£-
nice BC je stredom úse£ky BC (vyplýva to zo zistenej kolmosti vyzna£eného priemeru kruºnice na jej
vyzna£ený polomer).

Iné rie²enie*. Ukáºeme, ºe poºadované tvrdenie moºno dokáza´ aj bez toho, aby sme si v²imli, ºe
rovnobeºník ABCD je v danej úlohe obd¨ºnikom. Namiesto toho vyuºijeme, ºe úse£ka CE je stredná
prie£ka trojuholníka ABF , pri£om F je priese£ník polpriamok BC a AE (obr. 3), lebo CE ‖ AB a
|CE| = 1

2 |AB|. Ozna£me preto a = |AB| = 2|CE|, b = |BC| = |CF | a e = |AE| = |EF | (rovnos´

Teraz si všimneme, že pre dĺžky strán trojuholníka ADE platí

|AD| : |DE| : |AE| = 2
3a : 12a : 56a = 4 : 3 : 5,

takže podľa (obrátenej časti) Pytagorovej vety má trojuholník ADE pravý uhol pri
vrchole D, a teda rovnobežník ABCD je obdĺžnik. Dotyčnica BC kružnice vpísanej
štvoruholníku ABCE je teda kolmá na dve jej (navzájom rovnobežné) dotyčnice AB
a CE. To už zrejme znamená, že bod dotyku dotyčnice BC je stredom úsečky BC
(vyplýva to zo zistenej kolmosti vyznačeného priemeru kružnice na jej vyznačený
polomer).

Iné riešenie. Ukážeme, že požadované tvrdenie možno dokázať aj bez všimnutia si,
že rovnobežník ABCD je v danej úlohe obdĺžnikom. Namiesto toho využijeme, že
úsečka CE je stredná priečka trojuholníka ABF , pričom F je priesečník polpriamok
BC a AE (obr. 2), lebo CE ‖ AB a |CE| = 1

2 |AB|. Označme preto a = |AB| = 2|CE|,
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Obr. 2

b = |BC| = |CF | a e = |AE| = |EF | (rovnosť 2a = 3b použijeme až neskôr). Rovnako
ako v prvom riešení využijeme rovnosť b+e = a+ 1

2a (= 3
2a), ktorá platí pre dĺžky strán

dotyčnicového štvoruholníka ABCE. Kružnica jemu vpísaná sa dotýka strán BC, CE,
AE postupne v bodoch P , Q, R tak, že platia rovnosti

|CP | = |CQ|, |EQ| = |ER| a tiež |FP | = |FR|.
Pre súčet zhodných dĺžok |FP | a |FR| teda platí

|FP |+ |FR| = (b + |CP |) + (e + |ER|) = (b + e) + (|CP |+ |ER|) =

= 3
2a + (|CQ|+ |EQ|) = 3

2a + 1
2a = 2a,

čo znamená, že |FP | = |FR| = a.
Teraz už riešenie úlohy ľahko dokončíme. Rovnosť |BP | = 1

2b, ktorú máme v našej
situácii dokázať, vyplýva z rovnosti

|BP | = |BF | − |FP | = 2b− a,

keď do nej dosadíme zadaný vzťah a = 3
2b.

Za úplné riešenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za použitie kritéria dotyčnicovosti štvoruholníka ABCE
na vyjadrenie dĺžky strany AE.
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Obr. 3:

2a = 3b pouºijeme aº neskôr). Rovnako ako v prvom rie²ení vyuºijeme rovnos´ b+ e = a+ 1
2a(=

3
2a),

1Rovnos´ sa odvodí rozpísaním d¨ºok strán na ich úseky vymedzené bodmi dotyku vpísanej kruºnice a následným
vyuºitím toho, ºe kaºdé dva z týchto úsekov, ktoré vychádzajú z rovnakého vrcholu ²tvoruholníka, sú zhodné.
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ktorá platí pre d¨ºky strán doty£nicového ²tvoruholníka ABCE. Kruºnica jemu vpísaná sa dotýka strán
BC, CE, AE postupne v bodoch P , Q, R tak, ºe platia rovnosti

|CP | = |CQ|, |EQ| = |ER| a tieº |FP | = |FR|.

Pre sú£et zhodných d¨ºok |FP | a |FR| teda platí

|FP |+ |FR| = (b+ |CP |) + (e+ |ER|) = (b+ e) + (|CP |+ |ER|) =

=
3

2
a+ (|CQ|+ |EQ|) = 3

2
a+

1

2
a = 2a,

£o znamená, ºe |FP | = |FR| = a.
Teraz uº rie²enie úlohy ©ahko dokon£íme. Rovnos´ |BP | = 1

2b, ktorú máme v na²ej situácii dokáza´,
vyplýva z rovnosti

|BP | = |BF | − |FP | = 2b− a,
ke¤ do nej dosadíme zadaný vz´ah a = 3

2b.

Komentár. Úloha nadväzuje na predchádzajúcu a vyuºíva rovnos´ sú£tov d¨ºok opa£ných strán do-
ty£nicového ²tvoruholníka. �alej ²tudenti uplatnia bu¤ Pytagorovu vetu alebo vedomosti o stredných
prie£kach v trojuholníku, £o úlohu £iní zaujímavou z h©adiska pestrosti.

Úloha 22.3. [59-II-3] Daná je kruºnica k so stredom S. Kruºnica l má vä£²í polomer ako
kruºnica k, prechádza jej stredom a pretína ju v bodoch M a N . Priamka, ktorá prechádza
bodom N a je rovnobeºná s priamkou MS, vytína na kruºniciach tetivy NP a NQ. Dokáºte, ºe
trojuholník MPQ je rovnoramenný.

Rie²enie*. Polomer kruºnice k ozna£me r. Ozna£enie vrcholov P , Q v trojuholníku MPQ nie je
dôleºité, preto bez ujmy na v²eobecnosti ozna£me P ten z bodov priamky vedenej bodom N rovno-
beºne s priamkouMS, ktorý leºí na kruºnici k. Bod Q potom leºí na kruºnici l a ²tvoruholník NQMS
je lichobeºník vpísaný do kruºnice l (obr. 4). Je teda rovnoramenný s ramenami MQ a NS d¨ºky r.
Navy²e aj úse£ky SP a SM majú d¨ºku r. Z rovnoramenného trojuholníka NPS a rovnoramenného
lichobeºníka NQMS vyplýva rovnos´ uhlov |]SPN | = |]SNP | = |]MQP |. Prie£ka PQ teda pretína
priamky SP aMQ pod rovnako ve©kými uhlami, a preto (pod©a vety o súhlasných uhloch) sú priamky
SP a MQ rovnobeºné. �tvoruholník PQMS je teda rovnobeºník, a ke¤ºe |SM | = |SP | = r, je to
dokonca koso²tvorec. Odtia© je uº zrejmé, ºe trojuholník MPQ je rovnoramenný s ramenami PQ a
MQ d¨ºky r.

Čísla a, b sú z intervalu 〈1,∞), preto 1 = m− a2 5 m− a. Odtiaľ 2b(m− a) = 2.
Analogicky dostaneme 2a(n − b) = 2. Teda L = 4 a rovnosť nastáva práve vtedy, keď
a = b = 1.

Iné riešenie. Po substitúcii a = 1 + m a b = 1 + n, pričom m,n = 0, získá ľavá
strana nerovnosti tvar

L = (m2 + 2m+ 2)(n2 + 2n+ 2)−m2n2.

Po roznásobení, ktoré si stačí iba predstaviť, sa zruší člen m2n2, takže L bude súčtom
nezáporných členov, medzi ktorými bude aj člen 2 · 2 = 4. Tým je nerovnosť L = 4
dokázaná. A keďže medzi spomenutými členmi budú aj 4m a 4n, z rovnosti L = 4
vyplýva m = n = 0, čo naopak rovnosť L = 4 tiež zrejme zaručuje. To znamená, že
rovnosť nastáva práve vtedy, keď a = b = 1.

Za úplné a správne zdôvodnené riešenie dajte 6 bodov.

3. Daná je kružnica k so stredom S. Kružnica l má väčší polomer ako kružnica k,
prechádza jej stredom a pretína ju v bodoch M a N . Priamka, ktorá prechádza bodom N
a je rovnobežná s priamkou MS, vytína na kružniciach tetivy NP a NQ. Dokážte, že
trojuholník MPQ je rovnoramenný. (Tomáš Jurík)

Riešenie. Polomer kružnice k označme r. Označenie vrcholov P , Q v trojuholníku
MPQ nie je dôležité, preto bez ujmy na všeobecnosti označme P ten z bodov priamky
vedenej bodom N rovnobežne s priamkou MS, ktorý leží na kružnici k. Bod Q potom
leží na kružnici l a štvoruholník NQMS je lichobežník vpísaný do kružnice l (obr. 1). Je
teda rovnoramenný s ramenami MQ a NS dĺžky r. Navyše aj úsečky SP a SM majú
dĺžku r. Z rovnoramenného trojuholníka NPS a rovnoramenného lichobežníka NQMS
vyplýva rovnosť uhlov |]SPN | = |]SNP | = |]MQP |. Priečka PQ teda pretína
priamky SP a MQ pod rovnako veľkými uhlami, a preto (podľa vety o súhlasných
uhloch) sú priamky SP a MQ rovnobežné. Štvoruholník PQMS je teda rovnobežník,
a keďže |SM | = |SP | = r, je to dokonca kosoštvorec. Odtiaľ je už zrejmé, že trojuholník
MPQ je rovnoramenný s ramenami PQ a MQ dĺžky r.
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Obr. 1

Poznámka. Existencia tetív NP a NQ v zadaní je zaručená vďaka predpokladu,
že kružnica l má väčší polomer ako kružnica k. Ak označíme C stred úsečky SM a E

2

Obr. 4:

Poznámka. Existencia tetív NP a NQ v zadaní je zaru£ená v¤aka predpokladu, ºe kruºnica l má
vä£²í polomer ako kruºnica k. Ak ozna£íme C stred úse£ky SM a E ten priese£ník kruºnice k s osou
úse£ky SM , ktorý leºí v polrovine SMO, bude stred O kruºnice l leºa´ na polpriamke CE aº za bodom
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ten priesečník kružnice k s osou úsečky SM , ktorý leží v polrovine SMO, bude stred O
kružnice l ležať na polpriamke CE až za bodom E (obr. 2). Ďalší priesečník N oboch
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Obr. 2

kružníc preto padne do pásu medzi rovnobežkami SM a N0E v polrovine OCS, pričom
N0 je štvrtý vrchol kosoštvorca s vrcholmi S, M , E. Na to stačí ukázať, že kružnica l
pretne polpriamku EN0 až za bodom N0, teda že jej polomer OS je väčší ako dĺžka
úsečky ON0. Toto porovnanie dvoch strán trojuholníka OSN0 jednoducho vyplýva
z porovnania jeho vnútorných uhlov: uhol pri vrchole N0 je najväčší, lebo oba uhly pri
protiľahlej strane OS sú menšie ako 60◦ (trojuholník ESN0 je rovnostranný). Ľahko
nahliadneme, že každá z rovnobežiek uvedeného pásu pretína každú z oboch kružníc
v dvoch bodoch (vždy súmerne združených podľa príslušnej osi kolmej na SM).

Tým je dokázaná nielen existencia oboch tetív NP a NQ, ale aj to, že ich krajné
body P a Q ležia na rovnakej strane od bodu N (ako na obr. 1), lebo oba body zrejme
ležia v polrovine opačnej k spomenutej polrovine OCS.

Za úplné riešenie dajte 6 bodov, z toho 2 body za zdôvodnenie, že NQMS je rovnoramenný lichobežník,
1 bod za dôkaz zhodnosti uhlov SNP a SPN , 2 body za dôkaz, že PQMS je rovnobežník a 1 bod
za zdôvodnenie jPQj = jMQj = r. Existenciu oboch tetív vyšetrovanú v záverečnej poznámke nie je
nutné dokazovať, pretože je predpokladom zadania.

4. Určte všetky dvojice reálnych čísel x, y, ktoré vyhovujú sústave rovníc

bx+ yc = 2 010,

bxc − y = p,

ak a) p = 2, b) p = 3.
Symbol bxc označuje najväčšie celé číslo, ktoré nie je väčšie ako dané reálne číslo x

(tzv. dolná celá časť reálneho čísla x). (Jaroslav Švrček)

Riešenie. Keďže číslo p je celé, je aj y = bxc−p celé číslo a bx+yc = bxc+y. Pôvodná
sústava rovníc je teda ekvivalentná so sústavou

bxc+ y = 2 010,

bxc − y = p,

ktorú ľahko vyriešime napríklad sčítacou metódou. Dostaneme bxc = 1
2 (2 010 + p) (čo

môže platiť len pre párne p) a y = bxc − p.
a) Pre p = 2 je riešením sústavy ľubovoľné x ∈ 〈1 006, 1 007) a y = 1 004.
b) Pre p = 3 nemá sústava žiadne riešenie.
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Obr. 5:

E (obr. 5). �al²í priese£ník N oboch kruºníc preto padne do pásu medzi rovnobeºkami SM a N0E
v polrovine OCS, pri£om N0 je ²tvrtý vrchol koso²tvorca s vrcholmi S, M , E. Na to sta£í ukáza´,
ºe kruºnica l pretne polpriamku EN0 aº za bodom N0, teda ºe jej polomer OS je vä£²í ako d¨ºka
úse£ky ON0. Toto porovnanie dvoch strán trojuholníka OSN0 jednoducho vyplýva z porovnania jeho
vnútorných uhlov: uhol pri vrchole N0 je najvä£²í, lebo oba uhly pri proti©ahlej strane OS sú men²ie
ako 60◦ (trojuholník ESN0 je rovnostranný). �ahko nahliadneme, ºe kaºdá z rovnobeºiek uvedeného
pásu pretína kaºdú z oboch kruºníc v dvoch bodoch (vºdy súmerne zdruºených pod©a príslu²nej osi
kolmej na SM). Tým je dokázaná nielen existencia oboch tetív NP a NQ, ale aj to, ºe ich krajné body
P a Q leºia na rovnakej strane od bodu N (ako na obr. 4), lebo oba body zrejme leºia v polrovine
opa£nej k spomenutej polrovine OCS.

Komentár. Diskusia v poznámke je len zaujímavým doplnkom úlohy, existencia tetív je totiº predpo-
kladom zadania a nie je nutné ju dokazova´. Úloha vyuºíva úvahu, ºe lichobeºník, ktorého základne sú
rovnobeºné tetivy danej kruºnice, je rovnoramenný, ktorá môºe by´ pre ²tudentov zaujímavým uvedo-
mením.

Úloha 22.4. [60-I-3] Máme ²tvorec ABCD so stranou d¨ºky 1 cm. Body K a L sú stredy
strán DA a DC. Bod P leºí na strane AB tak, ºe |BP | = 2|AP |. Bod Q leºí na strane BC tak,
ºe |CQ| = 2|BQ|. Úse£ky KQ a PL sa pretínajú v bode X. Obsahy ²tvoruholníkov APXK,
BQXP , QCLX a LDKX ozna£íme postupne SA, SB, SC , SD.
a) Dokáºte, ºe SB = SD.
b) Vypo£ítajte rozdiel SC − SA.
c) Vysvetlite, pre£o neplatí SA + SC = SB + SD.

vyjadríme číslo y; dostaneme y = (50l − 19x)/3 (ďalší postup by bol podobný, aj keby
sme vyjadrili x miesto y). Po dosadení dostaneme

23x+ y = 23x+
50l − 19x
3

=
69x+ 50l − 19x

3
=
50 · (x+ l)

3
.

O výslednom zlomku vieme, že je to prirodzené číslo. Čitateľ tohto zlomku je deliteľný
číslom 50. V menovateli je len číslo 3, ktoré je nesúdeliteľné s 50, preto sa číslo 50 nemá
s čím z menovateľa vykrátiť a teda číslo 23x+ y je deliteľné 50.

Iné riešenie. Zrejme 3 · (23x + y) − (19x + 3y) = 50x, čiže ak 50 delí jedno z čísel
23x+ y a 19x+ 3y, tak delí aj druhé z nich.

Návodné a dopĺňajúce úlohy:
N1. Ukážte, že každé prvočíslo väčšie ako 3 sa dá napísať v tvare 6k + 1 alebo 6k − 1 pre

vhodné prirodzené číslo k. [Každé prvočíslo sa dá napísať v tvare 6k+ z, kde z je jeho
zvyšok po delení šiestimi. Čísla 6k, 6k+2 a 6k+4 sú evidentne deliteľné dvoma, 6k+3
je deliteľné tromi, preto ostávajú len čísla v tvare 6k + 1 a 6k + 5.]

N2. Nech x + 5y dáva zvyšok 1 po delení 7. Aký zvyšok po delení 7 dáva číslo 3x + 15y?
A číslo 4x+13y? [Keďže x+5y = 7k+1 pre vhodné k, máme 3x+15y = 3(7k+1) =
= 7 · 3k + 3, čiže zvyšok je 3. Podobne 4x+ 20y = 4(7k + 1) = 7 · 4k + 4, pritom číslo
4x+ 13y sa od 4x+ 20y líši len o násobok 7, preto dáva rovnaký zvyšok.]

D1. Dokážte, že ak pre celé čísla a, b, c platí 7 | a − 3b + 5c, tak platí aj 7 | 4a + 2b − c.
Zistite, či platí opačná implikácia. [Platí aj opačná implikácia. Návod: (4a+ 2b − c)−
− 4(a − 3b+ 5c) = 14b − 21c = 7(2b − 3c).]

D2. Dokážte, že ku každému celému číslu x existuje celé číslo y také, že 19x+3y je deliteľné
50. [Číslo 19x dáva po delení 50 zvyšok, ktorý označíme z. Chceme ukázať, že pre
ľubovoľné z vieme nájsť y tak, aby číslo 3y dávalo zvyšok 50 − z. Vezmime si čísla
3 · 1, 3 · 2, 3 · 3, . . . , 3 · 50. Keby dve z týchto čísel, povedzme 3i a 3j, dávali rovnaký
zvyšok, musí byť ich rozdiel 3(i− j) deliteľný 50. Pritom 3 a 50 sú nesúdeliteľné, preto
50 | i − j. To však nie je možné, lebo 1 5 i − j 5 49. Preto vymenované čísla dávajú
všetky možné rôzne zvyšky po delení 50, a teda jedno z nich dáva zvyšok 50− z.]

3. Máme štvorec ABCD so stranou dĺžky 1 cm. Body K a L sú stredy strán DA a DC.
Bod P leží na strane AB tak, že |BP | = 2|AP |. Bod Q leží na strane BC tak, že |CQ| =
= 2|BQ|. Úsečky KQ a PL sa pretínajú v bode X. Obsahy štvoruholníkov APXK,
BQXP , QCLX a LDKX označíme postupne SA, SB, SC , SD (obr. 1).

a) Dokážte, že SB = SD.
b) Vypočítajte rozdiel SC − SA.
c) Vysvetlite, prečo neplatí SA + SC = SB + SD. (Peter Novotný)

A B

CD

K

L

P

Q
X

SA
SB

SC
SD

Obr. 1

2

Rie²enie*. a) �tvoruholníky ABQK a DAPL sú zhodné (jeden z nich je obrazom druhého v oto£ení
o 90◦ so stredom v strede ²tvorca ABCD). Preto majú aj rovnaký obsah, £iºe SA + SB = SA + SD.
Z toho hne¤ dostaneme SB = SD.

b) �ahko sa nám podarí vypo£íta´ obsah pravouhlého lichobeºníka ABQK, lebo poznáme d¨ºky
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základní aj vý²ku. Dostaneme

SA + SB =

(
1

2
+

1

3

)
· 1
2
=

5

12
cm2.

Podobne výpo£tom obsahu lichobeºníka PBCL dostaneme

SC + SB =

(
1

2
+

2

3

)
· 1
2
=

7

12
cm2.

Od£ítaním prvej získanej rovnosti od druhej dostávame SC − SA = 7
12 − 5

12 = 1
6 cm

2.
c) Nerovnos´ medzi obsahmi SA + SC a SB + SD (ktorých priame výpo£ty nie sú v silách ºiakov

1. ro£níka) môºeme zdôvodni´ nasledovným spôsobom: Sú£et týchto dvoch obsahov je 1 cm2, takºe sa
nerovnajú práve vtedy, ke¤ je jeden z nich men²í ako 1

2 cm
2. Bude to obsah SB + SD (rovný 2SB, ako

uº vieme), ke¤ ukáºeme, ºe obsah SB je men²í ako 1
4 cm

2. Urobíme to tak, ºe do celého ²tvorca ABCD
umiestnime bez prekrytia ²tyri kópie ²tvoruholníka PBQX. Ako ich umiestnime, vidíme na obr. 6,
pri£om M , N sú stredy strán BC, AB a R, S body, ktoré delia strany CD, DA v pomere 1 : 2.

Riešenie. a) Štvoruholníky ABQK a DAPL sú zhodné (jeden z nich je obrazom
druhého v otočení o 90◦ so stredom v strede štvorca ABCD). Preto majú aj rovnaký
obsah, čiže SA + SB = SA + SD. Z toho hneď dostaneme SB = SD.

b) Ľahko sa nám podarí vypočítať obsah pravouhlého lichobežníka ABQK, lebo
poznáme dĺžky základní aj výšku. Dostaneme

SA + SB =

(
1
2
+
1
3

)
· 1
2
=
5
12
cm2.

Podobne výpočtom obsahu lichobežníka PBCL dostaneme

SC + SB =

(
1
2
+
2
3

)
· 1
2
=
7
12
cm2.

Odčítaním prvej získanej rovnosti od druhej dostávame SC − SA = 7
12 − 5

12 =
1
6 cm

2.

c) Nerovnosť medzi obsahmi SA + SC a SB + SD (ktorých priame výpočty nie
sú v silách žiakov 1. ročníka) môžeme zdôvodniť nasledovným spôsobom: Súčet týchto
dvoch obsahov je 1 cm2, takže sa nerovnajú práve vtedy, keď je jeden z nich menší ako
1
2 cm

2. Bude to obsah SB+SD (rovný 2SB , ako už vieme), keď ukážeme, že obsah SB je
menší ako 14 cm

2. Urobíme to tak, že do celého štvorca ABCD umiestnime bez prekrytia
štyri kópie štvoruholníka PBQX. Ako ich umiestnime, vidíme na obr. 2, pričom M , N
sú stredy strán BC, AB a R, S body, ktoré delia strany CD, DA v pomere 1 : 2.
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Iné riešenie časti c). Tentoraz namiesto nerovnosti SB + SD < 1
2 cm

2 dokážeme
ekvivalentnú nerovnosť SA+SC > 1

2 cm
2. Preto sa pokúsime

”
premiestniť“ štvoruholník

APXK tak, aby ležal pri štvoruholníku XQCL a aby sa ich obsahy dali geometricky
sčítať. Uhly AKQ a DLP sú zhodné a |AK| = |DL|, preto môžeme štvoruholník
APXK premiestniť vo štvorci ABCD do jeho

”
rohu“ D tak, že k štvoruholníku XQCL

priľahne pozdĺž strany LX svojou stranou LY , pričom Y je priesečník úsečiek SM
a PL z pôvodného riešenia (obr. 3). Obsah SA + SC je potom obsahom šesťuholníka
DSY XQC. Prečo je väčší ako 12 cm

2, môžeme zdôvodniť napríklad takto:
Úsečka spájajúca bod L so stredom U úsečkyKQ pretne úsečku SM v jej strede V .

Štvoruholník UQMV má obsah rovný polovici obsahu rovnobežníka KQMS, teda
rovný obsahu trojuholníka KMS. Preto má šesťuholník DSV UQC obsah rovný obsahu
štvoruholníkaKMCD, t. j. polovici obsahu štvorca ABCD. Obsah SA+SC je ešte väčší,
a to o obsah štvoruholníka XUV Y . Teda naozaj SA + SC > 1

2 cm
2.

3

Obr. 6:

Riešenie. a) Štvoruholníky ABQK a DAPL sú zhodné (jeden z nich je obrazom
druhého v otočení o 90◦ so stredom v strede štvorca ABCD). Preto majú aj rovnaký
obsah, čiže SA + SB = SA + SD. Z toho hneď dostaneme SB = SD.

b) Ľahko sa nám podarí vypočítať obsah pravouhlého lichobežníka ABQK, lebo
poznáme dĺžky základní aj výšku. Dostaneme

SA + SB =

(
1
2
+
1
3

)
· 1
2
=
5
12
cm2.

Podobne výpočtom obsahu lichobežníka PBCL dostaneme

SC + SB =

(
1
2
+
2
3

)
· 1
2
=
7
12
cm2.

Odčítaním prvej získanej rovnosti od druhej dostávame SC − SA = 7
12 − 5

12 =
1
6 cm

2.

c) Nerovnosť medzi obsahmi SA + SC a SB + SD (ktorých priame výpočty nie
sú v silách žiakov 1. ročníka) môžeme zdôvodniť nasledovným spôsobom: Súčet týchto
dvoch obsahov je 1 cm2, takže sa nerovnajú práve vtedy, keď je jeden z nich menší ako
1
2 cm

2. Bude to obsah SB+SD (rovný 2SB , ako už vieme), keď ukážeme, že obsah SB je
menší ako 14 cm

2. Urobíme to tak, že do celého štvorca ABCD umiestnime bez prekrytia
štyri kópie štvoruholníka PBQX. Ako ich umiestnime, vidíme na obr. 2, pričom M , N
sú stredy strán BC, AB a R, S body, ktoré delia strany CD, DA v pomere 1 : 2.
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Iné riešenie časti c). Tentoraz namiesto nerovnosti SB + SD < 1
2 cm

2 dokážeme
ekvivalentnú nerovnosť SA+SC > 1

2 cm
2. Preto sa pokúsime

”
premiestniť“ štvoruholník

APXK tak, aby ležal pri štvoruholníku XQCL a aby sa ich obsahy dali geometricky
sčítať. Uhly AKQ a DLP sú zhodné a |AK| = |DL|, preto môžeme štvoruholník
APXK premiestniť vo štvorci ABCD do jeho

”
rohu“ D tak, že k štvoruholníku XQCL

priľahne pozdĺž strany LX svojou stranou LY , pričom Y je priesečník úsečiek SM
a PL z pôvodného riešenia (obr. 3). Obsah SA + SC je potom obsahom šesťuholníka
DSY XQC. Prečo je väčší ako 12 cm

2, môžeme zdôvodniť napríklad takto:
Úsečka spájajúca bod L so stredom U úsečkyKQ pretne úsečku SM v jej strede V .

Štvoruholník UQMV má obsah rovný polovici obsahu rovnobežníka KQMS, teda
rovný obsahu trojuholníka KMS. Preto má šesťuholník DSV UQC obsah rovný obsahu
štvoruholníkaKMCD, t. j. polovici obsahu štvorca ABCD. Obsah SA+SC je ešte väčší,
a to o obsah štvoruholníka XUV Y . Teda naozaj SA + SC > 1

2 cm
2.

3

Obr. 7:

Iné rie²enie* £asti c). Tentoraz namiesto nerovnosti SB + SD < 1
2 cm

2 dokáºeme ekvivalentnú ne-
rovnos´ SA + SC > 1

2 cm
2. Preto sa pokúsime �premiestni´� ²tvoruholník APXK tak, aby leºal pri

²tvoruholníku XQCL a aby sa ich obsahy dali geometricky s£íta´. Uhly AKQ a DLP sú zhodné a
|AK| = |DL|, preto môºeme ²tvoruholník APXK premiestni´ vo ²tvorci ABCD do jeho �rohu� D
tak, ºe k ²tvoruholníku XQCL pri©ahne pozd¨º strany LX svojou stranou LY , pri£om Y je priese£-
ník úse£iek SM a PL z pôvodného rie²enia (obr. 7). Obsah SA + SC je potom obsahom ²es´uholníka
DSY XQC. Pre£o je vä£²í ako 1

2 cm
2, môºeme zdôvodni´ napríklad takto:

Úse£ka spájajúca bod L so stredom U úse£ky KQ pretne úse£ku SM v jej strede V . �tvoruhol-
ník UQMV má obsah rovný polovici obsahu rovnobeºníka KQMS, teda rovný obsahu trojuholníka
KMS. Preto má ²es´uholník DSV UQC obsah rovný obsahu ²tvoruholníka KMCD, t. j. polovici ob-
sahu ²tvorca ABCD. Obsah SA + SC je e²te vä£²í, a to o obsah ²tvoruholníka XUV Y . Teda naozaj
SA + SC > 1

2 cm
2.

Komentár. Prvé dve £asti sú príjemným úvahovým rozohriatím k £asti tretej, ktorá vyºaduje tro-
chu viac invencie. Demon²truje v²ak zaujímavý prístup k rie²eniu a porovnávanie obsahov obrazcov
namiesto priameho výpo£tu obsahov.
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