
Seminár 23: Geometria VI � mi²-ma²

Ciele

Precvi£enie geometrických poznatkov, rôznorodné netradi£né úlohy

Úlohy a rie²enia

Úloha 23.1. [66-II-3] Dokáºte, ºe obd¨ºnik s rozmermi 32×120 sa dá zakry´ siedmimi zhodnými
²tvorcami so stranou 30.

Rie²enie*. �tyrmi ²tvorcami so stranou 30 zrejme zakryjeme obd¨ºnik 30× 120. Zvy²nú £as´ 2× 120
rozdelíme na tri zhodné £asti, konkrétne obd¨ºniky 2×40, a ukáºeme, ako kaºdý z nich (rovnako) pokry´
jedným z troch zvy²ných ²tvorcov so stranou 30. Dosiahneme to, ke¤ ²tvorec poloºíme na obd¨ºnik tak,
ºe obe uhloprie£ky ²tvorca budú leºa´ na osiach súmernosti doty£ného obd¨ºnika. Sta£í potom ukáza´,
ºe obd¨ºnik so stranou 2 vpísaný do ²tvorca pod©a obr. 1 má druhú stranu dlh²iu ako 40. Jej d¨ºka je
zrejme 30

√
2− 2 (od uhloprie£ky ²tvorca od£ítame na kaºdej strane 1 ako ve©kos´ vý²ky pravouhlého

3. Dokážte, že obdĺžnik s rozmermi 32× 120 sa dá zakryť siedmimi zhodnými štvorcami
so stranou 30. (Vojtech Bálint)

Riešenie. Štyrmi štvorcami so stranou 30 zrejme zakryjeme obdĺžnik 30×120. Zvyšnú
časť 2 × 120 rozdelíme na tri zhodné časti, konkrétne obdĺžniky 2 × 40, a ukážeme,
ako každý z nich (rovnako) pokryť jedným z troch zvyšných štvorcov so stranou 30.
Dosiahneme to, keď štvorec položíme na obdĺžnik tak, že obe uhlopriečky štvorca
budú ležať na osiach súmernosti dotyčného obdĺžnika. Stačí potom ukázať, že obdĺžnik
so stranou 2 vpísaný do štvorca podľa obr. 1 má druhú stranu dlhšiu ako 40. Jej dĺžka je
zrejme 30

√
2−2 (od uhlopriečky štvorca odčítame na každej strane 1 ako veľkosť výšky

30

30
√

2− 2

1

1

√
2

Obr. 1

pravouhlého trojuholníka so stranami 2,
√

2,
√

2, pozri zväčšenú časť obr. 1), takže stačí
ukázať, že 30

√
2− 2 = 40. To je ekvivalentné s nerovnosťou 5

√
2 = 7, čiže 50 = 49, čo

je splnené. Daný obdĺžnik 32 × 120 teda naozaj možno zakryť siedmimi štvorcami so
stranou 30.

Za úplné riešenie dajte 6 bodov. Za redukciu úlohy na pokrytie obdĺžnika 2× 120 tromi štvorcami so
stranou 30 dajte 1 bod. Za uvažovanie vpísaných obdĺžnikov 2 × niečo dajte tiež 1 bod. Za výpočet
ich dlhšej strany 2 body. Úvahu, že na pokrytie obdĺžnika 2× 40 či celého 2× 120 postačuje platnosť
nerovnosti 30

√
2− 2 > 40 či 90

√
2− 6 > 120 oceňte jedným bodom a jej dôkaz tiež jedným bodom.

4. Dokážte, že pre všetky kladné reálne čísla a 5 b 5 c platí

(−a + b + c)
(1
a

+
1
b

+
1
c

)
= 3.

(Šárka Gergelitsová)

Riešenie. Nerovnosť vynásobíme kladným výrazom abc a po roznásobení ju postupne
(ekvivalentne) upravíme:

−a(bc + ac + ab) + b(bc + ac + ab) + c(bc + ac + ab) = 3abc,

−abc− a2c− a2b + b2c + abc + ab2 + bc2 + ac2 + abc = 3abc,

(b2c− abc) + (bc2 − abc) + (ac2 − a2c) + (ab2 − a2b) = 0,

bc(b− a) + bc(c− a) + ac(c− a) + ab(b− a) = 0.

Vzhľadom na predpoklad 0 < a 5 b 5 c je výsledná, a teda aj pôvodná nerovnosť
splnená.
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Obr. 1:

trojuholníka so stranami 2,
√
2,
√
2, pozri zvä£²enú £as´ obr. 1), takºe sta£í ukáza´, ºe 30

√
2− 2 ≥ 40.

To je ekvivalentné s nerovnos´ou 5
√
2 ≥ 7, £iºe 50 ≥ 49, £o je splnené. Daný obd¨ºnik 32 × 120 teda

naozaj moºno zakry´ siedmimi ²tvorcami so stranou 30.

Úloha 23.2. [60-S-2] Daný je ²tvorec so stranou d¨ºky 6 cm. Nájdite mnoºinu stredov v²etkých
prie£ok ²tvorca, ktoré ho delia na dva ²tvoruholníky, z ktorých jeden má obsah 12 cm2. (Prie£ka
²tvorca je úse£ka, ktorej krajné body leºia na stranách ²tvorca.)

Rie²enie*. Ak prie£ka delí ²tvorec na dva ²tvoruholníky, musia ich koncové body leºa´ na proti©ahlých
stranách ²tvorca. V takom prípade sú oba ²tvoruholníky lichobeºníkmi alebo pravouholníkmi (pre
potreby tohto rie²enia budeme pravouholník povaºova´ za ²peciálny lichobeºník). Ozna£me daný ²tvorec
ABCD, koncové body prie£ky ozna£me K a L. Predpokladajme, ºe bod K leºí na strane AD, potom
bod L leºí na strane BC. Jeden zo ²tvoruholníkov KABL a KDCL má pod©a zadania obsah 12 cm2;
nech je to napr. lichobeºník KABL.

Obsah lichobeºníka vypo£ítame ako sú£in jeho vý²ky s d¨ºkou strednej prie£ky. Vý²ka je v na²om
prípade rovná d¨ºke strany ²tvorca £iºe 6 cm. Jeho stredná prie£ka má teda d¨ºku 2 cm. Z toho vyplýva,
ºe stred úse£ky KL musí leºa´ na osi strany AB vo vzdialenosti 2 cm od stredu strany AB (obr. 2).
Platí to aj naopak: Ak stred úse£ky KL leºí v opísanej polohe, bude ²tvoruholník KABL lichobeºník
s obsahom 12 cm2.

Ak budeme namiesto lichobeºníka KABL uvaºova´ lichobeºník KDCL, vyjde stred prie£ky KL
na osi úse£ky CD vo vzdialenosti 2 cm od stredu strany CD.

Ak prie£ka KL spája body na stranách AB a CD, dostaneme ¤al²ie dva moºné body leºiace na
spojnici stredov úse£iek AD a BC. H©adanú mnoºinu teda tvoria ²tyri body, ktoré leºia na prie£kach
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Obr. 2

vzdialenosti 2 cm od stredu strany AB (obr. 1). Platí to aj naopak: Ak stred úsečky KL
leží v opísanej polohe, bude štvoruholník KABL lichobežník s obsahom 12 cm2.
Ak budeme namiesto lichobežníka KABL uvažovať lichobežník KDCL, vyjde

stred priečky KL na osi úsečky CD vo vzdialenosti 2 cm od stredu strany CD.
Ak priečka KL spája body na stranách AB a CD, dostaneme ďalšie dva možné

body ležiace na spojnici stredov úsečiek AD a BC. Hľadanú množinu teda tvoria
štyri body, ktoré ležia na priečkach spájajúcich stredy protiľahlých strán štvorca vo
vzdialenosti 1 cm od jeho stredu (obr. 2).

Za úplné riešenie dajte 6 bodov. Ak riešiteľ nezdôvodní, že nájdené body majú požadovanú vlastnosť
(má iba dôkaz nutnej podmienky), dajte nanajvýš 5 bodov. Za objavenie jedného z bodov skúmanej
množiny bez dôkazu správnosti dajte len 1 bod a za opis celej správnej množiny bez dôkazu správnosti
2 body.

3. Nech x, y sú také kladné celé čísla, že obe čísla 3x + 5y a 5x + 2y sú deliteľné
číslom 60. Zdôvodnite, prečo číslo 60 delí aj súčet 2x+ 3y. (Jaromír Šimša)

Riešenie. Na základe predpokladu zo zadania vieme, že existujú kladné celé čísla m
a n, pre ktoré platí

3x+ 5y = 60m,

5x+ 2y = 60n.

Na tieto vzťahy sa môžeme pozerať ako na sústavu lineárnych rovníc s neznámymi
x a y a parametrami m a n. Vyriešiť ju vieme ľubovoľnou štandardnou metódou,
napríklad od dvojnásobku prvej rovnice odčítame päťnásobok druhej a vyjadríme x,
potom dopočítame y. Dostaneme

x =
60(5n− 2m)

19
, y =

60(5m− 3n)
19

.

Keďže čísla 19 a 60 sú nesúdeliteľné, sú obe čísla x a y deliteľné 60. Preto aj súčet
2x+ 3y je deliteľný 60.

Iné riešenie. Vieme, že 60 = 3 · 4 · 5. Pritom čísla 3, 4, 5 sú po dvoch nesúdeliteľné,
preto na dôkaz deliteľnosti 60 stačí dokázať deliteľnosť jednotlivými číslami 3, 4, 5.
Keďže číslo 3x+ 5y je deliteľné 5, je aj x deliteľné 5. Podobne z relácie 5 | 5x+ 2y

vyplýva 5 | y. Preto 5 delí aj 2x+ 3y.
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Obr. 2

vzdialenosti 2 cm od stredu strany AB (obr. 1). Platí to aj naopak: Ak stred úsečky KL
leží v opísanej polohe, bude štvoruholník KABL lichobežník s obsahom 12 cm2.
Ak budeme namiesto lichobežníka KABL uvažovať lichobežník KDCL, vyjde

stred priečky KL na osi úsečky CD vo vzdialenosti 2 cm od stredu strany CD.
Ak priečka KL spája body na stranách AB a CD, dostaneme ďalšie dva možné

body ležiace na spojnici stredov úsečiek AD a BC. Hľadanú množinu teda tvoria
štyri body, ktoré ležia na priečkach spájajúcich stredy protiľahlých strán štvorca vo
vzdialenosti 1 cm od jeho stredu (obr. 2).

Za úplné riešenie dajte 6 bodov. Ak riešiteľ nezdôvodní, že nájdené body majú požadovanú vlastnosť
(má iba dôkaz nutnej podmienky), dajte nanajvýš 5 bodov. Za objavenie jedného z bodov skúmanej
množiny bez dôkazu správnosti dajte len 1 bod a za opis celej správnej množiny bez dôkazu správnosti
2 body.

3. Nech x, y sú také kladné celé čísla, že obe čísla 3x + 5y a 5x + 2y sú deliteľné
číslom 60. Zdôvodnite, prečo číslo 60 delí aj súčet 2x+ 3y. (Jaromír Šimša)

Riešenie. Na základe predpokladu zo zadania vieme, že existujú kladné celé čísla m
a n, pre ktoré platí

3x+ 5y = 60m,

5x+ 2y = 60n.

Na tieto vzťahy sa môžeme pozerať ako na sústavu lineárnych rovníc s neznámymi
x a y a parametrami m a n. Vyriešiť ju vieme ľubovoľnou štandardnou metódou,
napríklad od dvojnásobku prvej rovnice odčítame päťnásobok druhej a vyjadríme x,
potom dopočítame y. Dostaneme

x =
60(5n− 2m)

19
, y =

60(5m− 3n)
19

.

Keďže čísla 19 a 60 sú nesúdeliteľné, sú obe čísla x a y deliteľné 60. Preto aj súčet
2x+ 3y je deliteľný 60.

Iné riešenie. Vieme, že 60 = 3 · 4 · 5. Pritom čísla 3, 4, 5 sú po dvoch nesúdeliteľné,
preto na dôkaz deliteľnosti 60 stačí dokázať deliteľnosť jednotlivými číslami 3, 4, 5.
Keďže číslo 3x+ 5y je deliteľné 5, je aj x deliteľné 5. Podobne z relácie 5 | 5x+ 2y

vyplýva 5 | y. Preto 5 delí aj 2x+ 3y.
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Obr. 3:

spájajúcich stredy proti©ahlých strán ²tvorca vo vzdialenosti 1 cm od jeho stredu (obr. 3).

Úloha 23.3. [65-S-3] V kruºnici so stredom S zostrojíme priemer AB a ©ubovo©nú na¬ kolmú
tetivu CD. Zdôvodnite, pre£o je obvod trojuholníka ACD men²í ako dvojnásobok obvodu troj-
uholníka SBC.

Rie²enie*. �elaný vz´ah medzi obvodmi trojuholníkov ACD a SBC vyplynie, ke¤ pre d¨ºky ich
strán objavíme nerovnosti

|AC| < 2|SB|, |AD| < 2|SC| a |CD| < 2|BC|.

Prvé dve z nich sú dôsledkom toho, ºe tetivy AC a AD danej kruºnice sú krat²ie ako jej priemer AB
(obr. 4), tretia nerovnos´ zapísaná v tvare 1

2 |CD| < |BC| je nerovnos´ou medzi d¨ºkami odvesny a
prepony dvoch zhodných pravouhlých trojuholníkov, na ktoré je trojuholník BCD rozdelený priamkou
AB, ktorá je totiº (v¤aka predpokladu AB ⊥ CD) osou tetivy CD. Dodajme, ºe rovnako dobre moºno
vyuºi´ aj trojuholníkovú nerovnos´ |CD| < |BC|+ |BD| = 2|BC|. Iné rie²enie*. Ozna£me α ve©kosti

Ak sú na začiatku hráči aspoň traja, tak v prvom kole vypadne iba jeden hráč A,
keď napríklad hráč A dá hlas sebe a všetci ostatní (sú najmenej dvaja) ho dajú tomu
istému hráčovi B, B 6= A (teda aj hráč B dá hlas sebe). Nie je to samozrejme jediný
spôsob hlasovania s požadovaným výsledkom.

b) Vysvetlíme, prečo jediný hráč v hre nikdy zostať nemôže. Opak by znamenal, že
v poslednom kole pred uvedenou situáciou, keď v hre bolo povedzme m hráčov, pričom
m > 1, by v dôsledku ich hlasovania vypadlo m− 1 hráčov. Keďže pri tomto hlasovaní
bolo rozdaných práve m hlasov a m − 1 hráčov (tí, čo potom vypadli) dostalo práve
jeden hlas, musel aj zvyšný m-tý hráč dostať práve jeden (zvyšný) hlas, a teda tiež
vypadnúť, a to je spor.

Za úplné riešenie časti a) dajte 2 body, za úplné riešenie časti b) dajte 4 body. Za drobné argumentačné
nedostatky strhnite 1 – 2 body.

3. V kružnici so stredom S zostrojíme priemer AB a ľubovoľnú naň kolmú tetivu CD.
Zdôvodnite, prečo je obvod trojuholníka ACD menší ako dvojnásobok obvodu trojuhol-
níka SBC. (Šárka Gergelitsová)

Riešenie. Želaný vzťah medzi obvodmi trojuholníkov ACD a SBC vyplynie, keď pre
dĺžky ich strán objavíme nerovnosti

|AC| < 2|SB|, |AD| < 2|SC| a |CD| < 2|BC|.

Prvé dve z nich sú dôsledkom toho, že tetivy AC a AD danej kružnice sú kratšie ako
jej priemer AB (obr. 1), tretia nerovnosť zapísaná v tvare 12 |CD| < |BC| je nerovnos-
ťou medzi dĺžkami odvesny a prepony dvoch zhodných pravouhlých trojuholníkov, na
ktoré je trojuholník BCD rozdelený priamkou AB, ktorá je totiž (vďaka predpokladu
AB ⊥ CD) osou tetivy CD. Dodajme, že rovnako dobre možno využiť aj trojuholníkovú
nerovnosť |CD| < |BC|+ |BD| = 2|BC|.

A B

C

D

Sα
α

α

2α

Obr. 1

Iné riešenie. Označme α veľkosti vnútorných uhlov pri základni AC rovnoramen-
ného trojuholníka SAC. Potom jeho vonkajší uhol pri vrchole S, čiže uhol CSB, má
veľkosť 2α, ktorú má aj uhol CAD, pretože polpriamka AB je jeho osou (obr. 1).
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Obr. 4:

vnútorných uhlov pri základni AC rovnoramenného trojuholníka SAC. Potom jeho vonkaj²í uhol pri
vrchole S, £iºe uhol CSB, má ve©kos´ 2α, ktorú má aj uhol CAD, pretoºe polpriamka AB je jeho osou
(obr. 4). Rovnoramenné trojuholníky ACD a SCB sa tak zhodujú vo vnútorných uhloch pri svojich
hlavných vrcholoch A a S, a sú teda podobné. Preto je pomer ich obvodov rovný pomeru d¨ºok ich

2



ramien, a ten má naozaj hodnotu men²iu ako 2, lebo ramená trojuholníka ACD sú krat²ie ako priemer
danej kruºnice, zatia© £o ramená trojuholníka SCB majú d¨ºku jej polomeru.

Úloha 23.4. [59-S-2] Kruºnice k(S; 6 cm) a l(O; 4 cm) majú vnútorný dotyk v bode B. Ur£te
d¨ºky strán trojuholníka ABC, pri£om bod A je priese£ník priamky OB s kruºnicou k a bod C
je priese£ník kruºnice k s doty£nicou z bodu A ku kruºnici l.

Rie²enie*. Bod dotyku kruºnice l s doty£nicou z bodu A ozna£meD (obr. 5). Z vlastností doty£nice ku
kruºnici vyplýva, ºe uhol ADO je pravý. Zárove¬ je pravý aj uhol ACB (Tálesova veta). Trojuholníky

2. Kružnice k(S; 6 cm) a l(O; 4 cm) majú vnútorný dotyk v bode B. Určte dĺžky strán
trojuholníka ABC, pričom bod A je priesečník priamky OB s kružnicou k a bod C je
priesečník kružnice k s dotyčnicou z bodu A ku kružnici l. (Pavel Leischner)

Riešenie. Bod dotyku kružnice l s dotyčnicou z bodu A označme D (obr. 1). Z vlast-
ností dotyčnice ku kružnici vyplýva, že uhol ADO je pravý. Zároveň je pravý aj uhol

SO

C

D

AB
4 42 2

k

l

Obr. 1

ACB (Tálesova veta). Trojuholníky ABC a AOD sú tak podobné podľa vety uu, lebo sa
zhodujú v uhloch ACB, ADO a v spoločnom uhle pri vrchole A. Z uvedenej podobnosti
vyplýva

|BC|
|OD| =

|AB|
|AO| . (1)

Zo zadaných číselných hodnôt vychádza |OD| = |OB| = 4 cm, |OS| = |SB| −
− |OB| = 2 cm, |OA| = |OS| + |SA| = 8 cm a |AB| = 12 cm. Podľa (1) je teda
|BC| : 4 cm = 12 : 8 a odtiaľ |BC| = 6 cm. Z Pytagorovej vety pre trojuholník ABC
nakoniec zistíme, že |AC| =

√
122 − 62 cm = 6

√
3 cm.

Za úplné a správne zdôvodnené riešenie dajte 6 bodov. Z toho 2 body za obrázok a zdôvodnenie pravých
uhlov, 2 body za zdôvodnenie podobnosti trojuholníkov a zostavenie potrebnej rovnice, 2 body za
dopočítanie dĺžok strán BC a AC.

3. Nájdite všetky dvojice nezáporných celých čísel a, b, pre ktoré platí

a2 + b+ 2 = a+ b2.

(Ján Mazák)

Riešenie. Rovnicu prepíšeme na tvar 2 = (b2−a2)−(b−a), z ktorého po využití vzťahu
pre rozdiel štvorcov a následnom vyňatí výrazu b− a dostaneme 2 = (b− a)(a+ b− 1).
Keďže 2 je prvočíslo, máme pre uvedený súčin nasledujúce štyri možnosti:

a) b− a = 1 a a+ b− 1 = 2, potom a = 1 a b = 2.
b) b− a = 2 a a+ b− 1 = 1, potom a = 0 a b = 2.

2

Obr. 5:

ABC a AOD sú tak podobné pod©a vety uu, lebo sa zhodujú v uhloch ACB, ADO a v spolo£nom
uhle pri vrchole A. Z uvedenej podobnosti vyplýva

|BC|
|OD| =

|AB|
|AO| . (1)

Zo zadaných £íselných hodnôt vychádza |OD| = |OB| = 4 cm, |OS| = |SB| − |OB| = 2 cm, |OA| =
= |OS| + |SA| = 8 cm a |AB| = 12 cm. Pod©a 1 je teda |BC| : 4 cm = 12 : 8 a odtia© |BC| = 6 cm.
Z Pytagorovej vety pre trojuholník ABC nakoniec zistíme, ºe |AC| =

√
122 − 62 cm = 6 cm.

Úloha 23.5. [63-II-4] Daný je konvexný ²tvoruholník ABCD s bodomE vnútri strany AB
tak, ºe platí |]ADE| = |]DEC| = |]ECB|. Obsahy trojuholníkov AED a CEB sú postupne
18 cm2 a 8 cm2 . Ur£te obsah trojuholníka ECD.

Rie²enie*. H©adaný obsah trojuholníka ECD ozna£me S. Uhol DEC je striedavý s uhlami ADE a
ECB, odtia© AD ‖ EC a ED ‖ BC (obr. 6). Trojuholníky EDA a EDC majú spolo£nú stranu ED,
pomer ich obsahov je teda rovný pomeru prislúchajúcich vý²ok. Ak navy²e postupne ozna£íme P,Q
a R kolmé priemety vrcholov A,B a C na priamku DE a ozna£íme v = |AP |, w = |BQ| = |CR|,
dostaneme z podobných pravouhlých trojuholníkov AEP a BEQ úmeru

18

S
=
v

w
=
|AE|
|EB| .

Analogicky pre trojuholníky ECD a ECB zistíme, ºe

8

S
=
|EB|
|AE| .

(V obr. 6 sú prislúchajúce priemety iba nazna£ené, ale jedná sa o ten istý výpo£et ako v predo²lom
odseku, len v ¬om zameníme zodpovedajúce body A↔ B,C ↔ D a prislúchajúce obsahy trojuholníkov
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Obr. 1

a EDC majú spoločnú stranu ED, pomer ich obsahov je teda rovný pomeru prislúcha-
júcich výšok. Ak navyše postupne označíme P , Q a R kolmé priemety vrcholov A, B
a C na priamku DE a označíme v = |AP |, w = |BQ| = |CR|, dostaneme z podobných
pravouhlých trojuholníkov AEP a BEQ úmeru

18
S

=
v

w
=
|AE|
|EB| .

Analogicky pre trojuholníky ECD a ECB zistíme, že

8
S

=
|EB|
|AE| .

(V obr. 1 sú prislúchajúce priemety iba naznačené, ale jedná sa o ten istý výpočet
ako v predošlom odseku, len v ňom zameníme zodpovedajúce body A ↔ B, C ↔ D
a prislúchajúce obsahy trojuholníkov AED a BEC.) Dokopy teda je S : 8 = 18 : S čiže
S2 = 144, takže trojuholník ECD má obsah S = 12 cm2.

Iné riešenie. Rovnako ako v prvom riešení zistíme, že AD ‖ EC a ED ‖ BC.
Z toho vyplýva podobnosť trojuholníkov AED a EBC. Ak označíme k príslušný pomer
podobnosti (obr. 2), platí pre obsahy dotyčných trojuholníkov

18 = 1
2ab sin γ, S = 1

2ka · b sin γ, 8 = 1
2ka · kb sin γ,

takže zrejme platí 18 ·8 = S2. Pre obsah trojuholníka ECD tak dostávame S = 12 cm2.
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Obr. 6:

AED a BEC.) Dokopy teda je S : 8 = 18 : S £iºe S2 = 144, takºe trojuholník ECD má obsah
S = 12 cm2 .
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