Seminar 23: Geometria VI — mis-mas

Ciele

Precvicenie geometrickych poznatkov, réznorodné netradi¢né ulohy
Ulohy a rieSenia

Uloha 23.1. [66-11-3] Dokézte, Ze obdlznik s rozmermi 32 x 120 sa d4 zakryt siedmimi zhodnymi
§tvorcami so stranou 30.

Riesenie*. Styrmi $tvorcami so stranou 30 zrejme zakryjeme obdlznik 30 x 120. Zvysnu ¢ast 2 x 120
rozdelime na tri zhodné Gasti, konkrétne obdlzniky 2 x 40, a ukdzeme, ako kazdy z nich (rovnako) pokryt
jednym z troch zvysnych Stvorcov so stranou 30. Dosiahneme to, ked &tvorec poloZime na obdlznik tak,
7e obe uhlopriecky Stvorca budu lezat na osiach simernosti doty¢ného obdlznika. Sta¢i potom ukézat,
ze obdlznik so stranou 2 vpisany do Stvorca podla obr. 1 ma druht stranu dlhsiu ako 40. Jej dlzka je
zrejme 30v/2 — 2 (od uhlopriecky &tvorca odéitame na kazdej strane 1 ako velkost vysky pravouhlého
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trojuholnika so stranami 2,v/2, v/2, pozri zvicient ¢ast obr. 1), takze stad ukazat, ze 30v/2 — 2 > 40.
To je ekvivalentné s nerovnostou 52 > 7, ¢ize 50 > 49, ¢o je splnené. Dany obdlznik 32 x 120 teda
naozaj mozno zakryt siedmimi Stvorcami so stranou 30.

Uloha 23.2. [60-S-2] Dany je dtvorec so stranou dlzky 6 cm. Najdite mnozinu stredov vietkych
priecok Stvorca, ktoré ho delia na dva gtvoruholniky, z ktorych jeden ma obsah 12 cm?. (Priecka
Stvorca je usecka, ktorej krajné body lezia na stranach stvorca.)

Riesenie*. Ak priecka deli Stvorec na dva Stvoruholniky, musia ich koncové body lezat na protilahlych
strandch §tvorca. V takom pripade si oba §tvoruholniky lichobeznikmi alebo pravouholnikmi (pre
potreby tohto riesenia budeme pravouholnik povazovat za $pecialny lichobeznik). Oznacme dany §tvorec
ABCD, koncové body prietky oznacme K a L. Predpokladajme, Ze bod K leZi na strane AD, potom
bod L lezi na strane BC'. Jeden zo §tvoruholnikov KABL a KDCL mé podla zadania obsah 12 cm?;
nech je to napr. lichobeznik K ABL.

Obsah lichobeznika vypocitame ako suc¢in jeho vysky s dlzkou strednej priecky. Vyska je v najom
pripade rovna dlzke strany §tvorca ¢ize 6 cm. Jeho stredna priecka mé teda dizku 2 cm. Z toho vyplyva,
7e stred usecky KL musi lezat na osi strany AB vo vzdialenosti 2cm od stredu strany AB (obr. 2).
Plati to aj naopak: Ak stred tsecky KL lezi v opisanej polohe, bude §tvoruholnik K ABL lichobeznik
s obsahom 12 cm?.

Ak budeme namiesto lichobeznika K ABL uvazovat lichobeznik K DCL, vyjde stred priecky KL
na osi usecky C'D vo vzdialenosti 2 cm od stredu strany C'D.

Ak priecka KL spaja body na stranidch AB a CD, dostaneme d'algie dva mozné body leziace na
spojnici stredov usetiek AD a BC'. Hladant mnoZinu teda tvoria Styri body, ktoré lezia na prieckach
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spajajucich stredy protilahlych stran §tvorca vo vzdialenosti 1 cm od jeho stredu (obr. 3).

Uloha 23.3. [65-S-3] V kruZnici so stredom S zostrojime priemer AB a Tubovolnt naf kolmi
tetivu C'D. Zdovodnite, preco je obvod trojuholnika AC' D mengi ako dvojnasobok obvodu troj-
uholnika SBC.

Riesenie*. Zelany vzfah medzi obvodmi trojuholnikov ACD a SBC vyplynie, ked pre dizky ich
stran objavime nerovnosti

|AC| < 2|SB|, |AD|<2|SC| a |CD|<2|BC|.

Prvé dve z nich su désledkom toho, Ze tetivy AC a AD danej kruznice sa krat§ie ako jej priemer AB
(obr. 4), tretia nerovnost zapisané v tvare £|CD| < |BC| je nerovnostou medzi dizkami odvesny a
prepony dvoch zhodnych pravouhlych trojuholnikov, na ktoré je trojuholnik BC'D rozdeleny priamkou
AB, ktora je totiz (vdaka predpokladu AB L CD) osou tetivy C'D. Dodajme, Ze rovnako dobre mozno
vyuzit aj trojuholnikova nerovnost |CD| < |BC|+ |BD| = 2|BC|. Iné rieSenie*. Oznatme « velkosti

Obr. 4:

vndtornych uhlov pri zékladni AC rovnoramenného trojuholnika SAC. Potom jeho vonkajsi uhol pri
vrchole S, ¢ize uhol C'SB, ma velkost 2, ktortt méa aj uhol C AD, pretoze polpriamka AB je jeho osou
(obr. 4). Rovnoramenné trojuholniky ACD a SCB sa tak zhoduju vo vnutornych uhloch pri svojich
hlavnych vrcholoch A a S, a st teda podobné. Preto je pomer ich obvodov rovny pomeru dizok ich



ramien, a ten mé naozaj hodnotu mengiu ako 2, lebo ramené trojuholnika AC' D su kratgie ako priemer
danej kruznice, zatial ¢o ramend trojuholnika SCB maju dlzku jej polomeru.

Uloha 23.4. [59-S-2] Kruznice k(S;6cm) a [(O;4cm) majt voitorny dotyk v bode B. Uréte
dlzky stran trojuholnika ABC, pricom bod A je priese¢nik priamky OB s kruznicou k a bod C
je priese¢nik kruznice k s doty¢nicou z bodu A ku kruznici .

RieSenie*. Bod dotyku kruznice [ s doty¢nicou z bodu A oznatme D (obr. 5). Z vlastnosti doty¢nice ku
kruznici vyplyva, ze uhol ADO je pravy. Zaroven je pravy aj uhol AC'B (Télesova veta). Trojuholniky
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ABC a AOD st tak podobné podla vety uu, lebo sa zhoduja v uhloch ACB, ADO a v spolo¢nom
uhle pri vrchole A. Z uvedenej podobnosti vyplyva

|BC|  |AB| (1)
|OD| — |AO|

Zo zadanych ¢iselnych hodnét vychadza |OD| = |OB| = 4cm, |OS| = |SB| — |OB| = 2cm, |OA| =
= |OS| + |SA| = 8cm a |AB| = 12cm. Podla 1 je teda |BC|: 4cm = 12 : 8 a odtial |BC| = 6 cm.
Z Pytagorovej vety pre trojuholnik ABC nakoniec zistime, Ze |AC| = v/122 — 62 cm = 6 cm.

Uloha 23.5. [63-11-4] Dany je konvexny &tvoruholnik ABCD s bodomE vnutri strany AB
tak, ze plati |{ADE| = |{DEC| = |{ECB]|. Obsahy trojuholnikov AED a CEB st postupne
18cm? a 8cm? . Uréte obsah trojuholnika ECD.

RieSenie*. Hladany obsah trojuholnika FC'D oznac¢me S. Uhol DEC je striedavy s uhlami ADE a
ECB, odtial AD || EC a ED || BC (obr. 6). Trojuholniky EDA a EDC maja spolo¢nua stranu ED,
pomer ich obsahov je teda rovny pomeru prislichajicich vygok. Ak navySe postupne oznaime P,(Q
a R kolmé priemety vrcholov A, B a C na priamku DFE a oznacime v = |AP|, w = |BQ| = |CR],
dostaneme z podobnych pravouhlych trojuholnikov AEP a BEQ tmeru

18 v |AE|

S w |EB|
Analogicky pre trojuholniky ECD a ECB zistime, 7e

8 |EB]

S JAE|
(V obr. 6 su prisluchajice priemety iba naznacené, ale jedna sa o ten isty vypocet ako v predoglom
odseku, len v fiom zamenime zodpovedajiuce body A <+ B, C < D a prislichajuce obsahy trojuholnikov



Obr. 6:

AED a BEC.) Dokopy teda je S : 8 = 18 : S ¢ize S? = 144, takze trojuholnik ECD m4 obsah
S =12cm? .
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