Seminar 25: Kombinatorika I — tilohy na mriezke a Sachovnici

Ciele

Zoznamit Studentov s metdédami, ktoré si budua vyzadovat réznorodé dlohy vyuZzivajuce Sachovnice
alebo tabulky.

Ulohy a rieSenia

Uloha 25.1. [66-11-2] Stvorcovi tabulku 6 x 6 zaplnime vietkymi celymi islami od 1 do 36.

a) Uvedte priklad takého zaplnenia tabulky, Ze sucet kazdych dvoch ¢isel v rovnakom riadku

-----

b) Dokéite, ze pri Tubovolnom zaplneni tabulky sa v niektorom riadku alebo stipci najdu dve
¢isla, ktorych sucet neprevysSuje 12.

RieSenie*. a) Aby sme dosiahli pozadované rozmiestnenie &isel v tabulke, nesmu v Ziadnom riadku

ani stipci spolu zostat dve z Gisel nanajvys rovnych Siestim. Preto jednu z mnohych vyhovujtcich
tabuliek zostavime, ked &isla od 1 do 6 vpiSeme zhora nadol do poli¢ok jednej uhlopriecky a dalej
budeme postupne zdola nahor brat rady poli¢ok rovnobeznych s druhou uhloprieckou a do volnych
miest kaZzdej z nich vpisovat zhora nadol zvysné ¢isla 7, 8 atd. az 36:
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Najmensie su¢ty dvoch &isel z jednotlivych riadkov (zhora nadol) sa
141924153 +11,4+9,5+7,6+8
a z jednotlivych stlpcov (zl'ava doprava)
1424,24 18,3+ 14,4+ 10,5+ 8,6 + 7.

Rychlejsi opis prikladu vyhovujticej tabulky a jeho jednoduchsiu kontrolu dostaneme, ked do tabulky
vpiSeme iba ¢isla od 1 do 12, ako vidime niZSie. Rozmiestnenie ¢isel od 13 do 36 do prazdnych polic¢ok
uz zrejme moze byt Tubovolné — dve najmensie ¢isla v kazdom riadku aj stipci st totiz préave tie od 1
do 12.
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b) Ak st dve z &isel od 1 do 6 v rovnakom riadku alebo v rovnakom stipci, ich stcet neprevysi
dokonca ani ¢fslo 6 +5 = 11. V opa¢nom pripade st ¢isla od 1 do 6 rozmiestnené vo vSetkych riadkoch
a vietkych stlpcoch, takze ¢islo 7 je v rovnakom riadku s &slom z a v rovnakom stlpci s &islom v,
pricom z a y st dve rozne Cisla od 1 do 6. Potom mensgie z ¢isel 7+ x a 7 4+ y neprevysi mengie z isel
7+6a7+5, teda ¢islo 12. Tym je tvrdenie dokézané.

Komentar. Uloha je relativne jednoducha a nevyzaduje Zziadne Speciadlne matematické vedomosti,



len starostlivy logicky tsudok. Studenti pravdepodobne vymyslia rézne zaplnenia tabulky a to mo6ze
byt vybornou prilezitostou nechat ich rieSenia skontrolovat si medzi sebou navzajom.

Uloha 25.2. [62-1-1-N1] Kobylka skace po tisecke dizky 10 cm a to skokmi o 1 cm alebo o 2 cm
(vzdy rovnakym smerom). Kolkymi sposobmi sa moze dostat z jedného krajného bodu usecky
do druhého?

Riesenie*. Ak oznacime a, pocet sposobov, kolkymi sa moze kobylka dostat do bodu vzdialeného
n cm od zadiatoéného bodu tsecky, tak pre kazdé n > 1 plati api1o = ang1 + an- KedZe ap = 1 a
as = 2, mdzeme dalfie polty as, aq, ... postupne pocitat podla vzorca z predoglej vety, az dospejeme
k hodnote a9 = 89.

Pri inom postupe je mozné rozdelit v8etky cesty podl'a toho, koTko pri nich urobi kobylka skokov
dlzky dva (ich pocet moze byt 0, 1, 2, 3, 4 alebo 5 a tym je tiez urceny pocet skokov dizky 1: 10, 8,
6, 4, 2 alebo 0). Ku kazdému takému poctu potom urc¢ime pocet vietkych roznych poradi jednotiek a
dvojok (davajucich v sucte 10). Dostaneme tak 1+ 9 4 28 4+ 35 + 15 + 1 = 89 moznych ciest.

Komentar. Uloha opiit pravdepodobne nebude pre studentov neprekonatelnou vyzvou. Bude vak
urcite zaujimavé sledovat, ako sa $tudenti popasuju s hladanim poétu sposobov. Taktiez tuloha sluzi
ako priprava na tlohu nasledujicu a doméacu pracu.

Uloha 25.3. [62-1-1-N2] Skriatok sa pohybuje v tabulke 10 x 15 skokmi o jedno poli¢ko nahor
alebo o jedno policko doprava. Kolkymi réznymi cestami sa moze dostat z l'avého dolného do
pravého horného policka?

Riesenie*. Skriatok urobi 9 skokov nahor a 14 skokov doprava. Jeho cestu uréime, ked’ v poradi vet-
kych 23 skokov vyberieme tych devit, ktoré povedu nahor. Pocet tychto vyberov 9 prvkov z danych
23-22---16-15

9.8...2.1

23 je rovny zlomku , teda ¢islu 817 190.

Komentar. Ako sme uz spominali, tdto tloha je tiez pripravou na domdacu pracu. Je tiez vhodnym
miestom, kde méZzeme pripadnym tapajicim $tudentom pripomenit metédu rieSenia, s ktorou sme sa
uz stretli: pokusit sa vypozorovat, ako sa tiloha sprava pre mengie rozmery, napr. tabulku 3 x 3 a potom
objavené vysledky zovSeobecnit.

Uloha 25.4. [64-11-2] V jednom poli¢ku Sachovnice 8 x8 je napisané”—* a v ostatnych polickach
744V jednom kroku moéZeme zmenit na opacné siuc¢asne vietky $tyri znamienka v ktoromkol'vek
Stvorci 2 x 2 na 8achovnici. Rozhodnite, ¢i po ur¢itom pocte krokov méze byt na Sachovnici oboch
znamienok rovnaky pocet.

Riesenie*. Pocty plusov a minusov v tabulke st na zaciatku 63 a 1, teda dve nepéarne ¢isla. V Tubo-
volnom §tvorci 2 x 2 mozu byt zastipené jednym zo spoésobov 2 + 2, 1 + 3 alebo 0 + 4 vo vhodnom
porad{ s¢itancov, ktoré sa po vykonanom kroku zmenia na poradie opacné. Vidime teda, Ze po jednom
kroku sa celkové pocty plusov a minusov v tabulke bud nemenia, alebo sa oba zmenia o 2, alebo sa
oba zmenia o 4, takZe to stdle budu dve nepéarne ¢&isla ako na zaciatku. To znamend, Ze nikdy nembze
byt na Sachovnici oboch znamienok rovnaky pocet, ¢ize parne ¢islo 32.

Komentar. Po kratkom experimentovani by malo byt vicgine Studentov jasné, ako sa bude 8achovnica
spravat, a tym padom aj akd bude odpoved na otazku zo zadania. (Ne)naroc¢nosti ulohy zodpoveda aj



jej bodové hodnotenie v krajskom kole, kde sa stala najlepsie hodnotenou alohou daného ro¢nika.’

Uloha 25.5. [64-1-3-N3] Simona a Lenka hraji hru. Pre dané celé ¢islo k takeé, ze 0 < k < 9,
vyberie Simona k polic¢ok Sachovnice 3 x 3 a na kazdé z nich napiSe ¢islo 1, na ostatné policka
napiSe ¢islo 0. Lenka potom Sachovnicu nejakym sposobom pokryje tromi triminovymi kockami,
t.]j. kockami tvaru 3 x 1, a &sla pod ich polickami vynasobi. Ak je pocet kociek so su¢inom 0
neparny, vyhrava Simona, v ostatnych pripadoch vyhrava Lenka. Uréte, v kolkych percentéch
pripadov (vzhladom na hodnotu k) méa vyhravajicu stratégiu Simona.

RieSenie. UkaZeme, ze vitaznu stratégiu ma pre vetky k okrem 7 a 9 Simona. Ak mé Simona vyhrat,

musi 1 do poli¢ok Sachovnice umiestiiovaf tak, aby v kazdom riadku a kazdom stipci nechala priestor
na aspofi jednu 0. Tym zaruci, ze akokolvek potom Lenka umiestni triminové kocky, kazda z nich bude
obsahovat aspof jednu 0. KedZe spolu mame 10 moznych hodnot k a pre 8 z nich ma Simona vitazna
stratégiu, vyhra v 80 % pripadov.

Komentar. Zaujimavé bude sledovat, ako efektivne sa budd Studenti schopni zhostit tlohy. Kedze
ma uloha jednoznacny &iselny vysledok, mézeme po chvili samostatnej prace nechat studentov porov-
nat svoje vysledky a pokusit zistit pévod pripadnych nezrovnalosti.

Uloha 25.6. [61-1-6-N1] Na hracej ploche m x n tvorenej bielymi §tvorcovymi polickami sa
Monika a Tamara striedaja v tahoch jednou figirkou pri nasledujicej hre. Najskor Monika polozi
figirku na Iubovolné politko a toto policko zafarbi namodro. Dalej vzdy hracka, ktors je na fahu,
urobi s figiirkou skok na policko, ktoré je doposial biele a zafarbi toto politko namodro. Pritom
pod skokom rozumieme tah Sachovou vezou, t.j. presuny figirky v smere riadkov alebo v smere
stipcov hracej dosky (o 'ubovolny poéet poli¢ok). Hracka, ktora je na rade a uz nemoze urobit
tah, prehrava. Rozhodnite, ktoré z hracok méze hrat tak, ze vyhra nezavisle na tahoch druhej
hracky?

RieSenie*. Ak si obe &sla m a n neparne, ma vitaznu stratégiu prva hracka, ak je asponn jedno
z Cisel m,n parne, mé vitaznu stratégiu druha hracka. V oboch pripadoch si uvedend hracka vopred
v duchu rozdeli vSetky policka hracej dosky do dvojic (v prvom pripade jedno politko ostane, nai
potom hracka polozi figurku v ivodnom tahu), a to tak, aby v kazdom zostavenom pare boli policka
navzajom dosiahnutelné jednym skokom (pre tahy vezou je to lahke, stadi parovat len susedné policka
riadku alebo stipca); v priebehu hry potom tato hracka moéze vidy skocit z jedného policka na druhé
polic¢ko toho istého paru, takze vyhré.

Komentar. Uloha je netrividlna, jej zvladnutie je vak vybornym predpokladom na tispesné vyrieenie
domacej prace. Ak nam ostane na konci seminara dostatok ¢asu, mdézeme Studentov najprv odohrat
par kol hry pre nimi zvolené rozmery tabulky a na zaklade poznatkov z hry potom presne popisat
vitaznu stratégiu.

!Na Slovensku, s priemerom 3,8 b medzi vietkymi rieditelmi a 5,5b medzi Gspednymi rieditelmi.



Domaca praca

Uloha 25.7. [62-1-1] Stvorcova tabulka je rozdelena na 16 x 16 policok. Kobylka sa po nej
pohybuje dvoma smermi: vpravo alebo dole, pricom strieda skoky o dve a o tri policka ( t.].
ziadne dva po sebe idtce skoky nie st rovnako dlhé). Zacina skokom dlzky dva z I'avého horného
policka. Kolkymi roznymi cestami sa moze kobylka dostat na pravé dolné policko? (Pod cestou
mame na mysli postupnost poli¢ok, na ktoré kobylka dosko¢i.)

RieSenie*. V priebehu svojej cesty sa kobylka musi posunut o celkom 15 poli¢ok doprava a 15 poli¢ok
nadol. Dohromady sa tak posunie o 30 poli¢ok, takZe dvojicu skokov dlzky 2 + 3 = 5 zopakuje celkom
Sestkrat. Presnejsie vyjadrené, jej jednotlivé skoky buda maft dizky postupne

2’ 37 27 37 27 372737 27 37 27 37 (]‘>

takze pojde Sestkrat o skok dlzky dva (2-skok) a 8estkrat o skok dlzky tri (3-skok). Ak jednotlivym
2-skokom a 3-skokom pripi§eme poradové &isla podla ich pozicie v 1, bude kobylkina cesta jednoznaéne
urcend vyberom poradovych ¢isel skokov smerujicich doprava (zvy$né potom budu smerovat nadol).
Musime pritom dodrzat len to, aby stuéet dlzok takto vybranych skokov ( t.]. skokov doprava) bol rovny
15. To mo#no povolenymi dizkami dosiahnut (bez rozlisenia poradia skokov) nasledujtcimi sposobmi:

15=3+3+3+3+3,
15=3+3+3+2+2+2,
15=3+2+24+2+2+2+2.

V prvom pripade bude péit zo Siestich 3-skokov doprava (a vietky 2-skoky nadol), takze cesta bude
ur¢end len poradovym &slom toho (jediného) 3-skoku, ktory bude smerovat nadol. Preto je ciest tohto
typu prave 6.

V druhom pripade bude cesta urcen& poradovymi ¢islami troch 3-skokov doprava a poradovymi
¢islami troch 2-skokov doprava. Vybery oboch trojic si nezavislé ( t.j. mozno ich spolu lubovolne
kombinovat) a pri kazdom z nich vyberame tri prvky zo Siestich, ¢o mozno urobit 20 sposobmi.? Preto
je ciest tohto typu 20 - 20 = 400.

V trefom pripade je kobylkina cesta urc¢ené len poradovym ¢islom toho jediného 3-skoku, ktory
bude smerovat doprava, takze ciest tohto typu je (rovnako ako v prvom pripade) opat 6.

Zdver. Hladany celkovy pocet kobylkingch ciest je 6 + 400 + 6 = 412.

Iné rieSenie*. Zadanu tlohu "pre pravé dolné politko” vyrieSime tak, Ze budeme postupne urfovat
pocty kobylkinych ciest, ktoré veda do jednotlivych poli¢ok tabulky (policka budeme postupne volit
od Tavého horného policka po jednotlivych vedlajsich diagonalach?, lebo ako Iahko zistime, po uré¢itom
pocte skokov skonéi kobylka na tej istej vedlajsej diagonale; tak sa nakoniec dostaneme k tomu naj-
vzdialenejSiemu, teda pravému dolnému policku). Pre zjednodusenie d'alsieho vykladu oznacme (i, 5)
policko v i-tom riadku a j-tom stlpci.

Je zrejmé, 7e povolenym sposobom skékania sa kobylka vie dostat len na niektoré policka celej
tabulky. Po prvom skoku (ktory musi byt 2-skok z polic¢ka (1, 1)) sa kobylka dostane len na policko (1,
3) alebo (3, 1), po druhom skoku (teda 3-skoku) to bude niektoré z poli¢ok

(1,6),(3,4),(4,3),(6,1).

Vo v8etkych doteraz uvedenych polickach je v tabulke vpisané &islo 1, lebo na kazdé z nich vedie
jedin& kobylkina cesta. Situédcia sa zmeni po trefom skoku (2-skoku) kobylky, lebo na policka (3, 6)
a (6, 3) vedu vzdy dve rozne cesty, a to z policok (1, 6) a (3, 4), resp. z policok (6, 1) a (4, 3).
Takto v dalsom kroku nagej tivahy ur¢ime vietky policka, na ktoré sa kobylka moze dostat po §tyroch

2Vicsina riesitelov kategorie C eSte zrejme nepozna kombinaéné &sla, hodnotu (g) = 20 v8ak moZno vypocitat aj
vypisanim jednotlivych moznosti.

3V tomto pripade pod vedlajsou diagonalou chapeme skupinu poliok, ktorych stredy leZia na priamke kolmej na
spojnicu stredu zaciato¢ného policka so stredom koncového policka.



skokoch, aj po¢ty ciest, ktoré v tychto polickach konéia. V zapliani tabulky tymito ¢islami (postupom
podl'a poc¢tu skokov kobylky) pokradujeme, az sa dostaneme do ,cielového* polictka (16, 16). Pritom
neustéale vyuzivame to, ze posledny skok kobylky na dané politko ma dana dizku a jeden & oba mozné
smery. V prvom pripade ¢islo z predposledného policka na ceste na posledné policko opiSeme, v druhom
pripade tam napiSeme sicet ¢isel z oboch moZnych predposlednych policok.

1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 2 3 3 4
1 1 2 2 3 3
1 1 3 3 6
1 2 4 6 9 12 16
1 2 4 7 10
1 2 6 9 18 24 40
2 3 9 13 25 35
2 4 13 20 44
1 3 9 18 36 61 101
3 7 20 40 75
1 3 12 25 61 105 206
3 6 24 44 105 180
3 10 35 75 180
1 4 16 40 101 206 412

Rovnako ako v prvom rieseni prichddzame k vysledku 412.

Uloha 25.8. [61-1-6] Na hracej ploche n x n tvorenej bielymi tvorcovymi polickami sa Monika
a Tamara striedaju v tahoch jednou figarkou pri nasledujiicej hre. Najskor Monika polozi figirku
na lubovolné politko a toto policko zafarbi namodro. Dalej vidy hracka, ktord je na tahu, urobi
s figiirkou skok na policko, ktoré je doposial biele, a toto poli¢ko zafarbi namodro. Pritom pod
skokom rozumieme beZny tah Sachovym jazdcom, t.j. presun figirky o dve policka zvislo alebo
vodorovne a stcasne o jedno policko v druhom smere. Hracka, ktora je na rade a uz nemdze
urobit tah, prehrava. Postupne pre n = 4,5,6 rozhodnite, ktord z hriac¢ok méze hrat tak, Ze
vyhra nezavisle na tahoch druhej hracky.

RieSenie*. Ak je celkovy pocet policok hracej plochy péarny (v zadani pre n = 4 a n = 6), moze
v poradi druha hracka pomyslat na tuto vitaznu stratégiu: sparovat vSetky policka hracej dosky do
dvojic tak, aby v kazdom pare boli poli¢ka navzajom dosiahnutelné jednym skokom. Pokial také
sparovanie policok druhd hracka nijde, ma vitaznd stratégiu: v kaZdom tahu urobi skok na druhé
poli¢ko toho paru, na ktorého prvom policku figurka prave lezi.

Ak je celkovy pocet poli¢ok hracej plochy neparny (v zadani pre n = 5), moze v poradi prva hracka
pomy&lat na tato vitazni stratégiu: sparovat vietky policka hracej dosky okrem jedného do dvojic tak,
aby v kazdom pére boli policka navzajom dosiahnutelné jednym skokom. Pokial také sparovanie prva
hracka najde, ma vitaznu stratégiu: v prvom tahu polozi figurku na (jediné) nespérované policko a
v kazdom d’al§om tahu urobi skok na druhé poli¢ko toho paru, na ktorého prvom poli¢ku figirka prave

lezi.



N4jst pozadované sparovania poli¢ok je pre zadané priklady T'ahké a je to moZné urobit viacerymi
sposobmi. Uk&Zzme tie z nich, ktoré maji uréité ¢érty pravidelnosti. Na obr. 1 zlava je vidno, ako je
mozné sparovat policka Casti hracej plochy o rozmeroch 4 x 2; cela hraciu plochu 4 x 4 rozdelime na
dva také bloky a urobime sparovanie v kazdom z nich. I na sparovanie poli€¢ok hracej plochy 6 x 6
mozeme vyuzit sparovanie v dvoch blokoch 4 x 2; na obr. 1 uprostred je znézornené mozné stredovo
simerné sparovanie v8etkych poli¢ok. Nakoniec na obr. 1 vpravo je priklad sparovania policok hracej
plochy 5 x 5 s nesparovanym polickom v Tavom hornom rohu (nesparované policko nemusi byt nutne
rohové); opét je pritom vyuZity jeden blok 4 x 2.

1 2| A D B
3 4|D B C A e A B C D
1 2 2 1(C" E3 4 1 2 F A B
3 4 4 3|E C|1 2 3 4 C D F
2 1 A C B D|4 3% 2 1 G F H
4 3 B D A E|2 1 4 3 H F G
Obr. 1:

Matematicky semindr pre talentovanyjch studentov
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