
Seminár 25: Kombinatorika I � úlohy na mrieºke a ²achovnici

Ciele

Zoznámi´ ²tudentov s metódami, ktoré si budú vyºadova´ rôznorodé úlohy vyuºívajúce ²achovnice
alebo tabu©ky.

Úlohy a rie²enia

Úloha 25.1. [66-II-2] �tvorcovú tabu©ku 6× 6 zaplníme v²etkými celými £íslami od 1 do 36.

a) Uve¤te príklad takého zaplnenia tabu©ky, ºe sú£et kaºdých dvoch £ísel v rovnakom riadku
£i v rovnakom st¨pci je vä£²í ako 11.

b) Dokáºte, ºe pri ©ubovo©nom zaplnení tabu©ky sa v niektorom riadku alebo st¨pci nájdu dve
£ísla, ktorých sú£et neprevy²uje 12.

Rie²enie*. a) Aby sme dosiahli poºadované rozmiestnenie £ísel v tabu©ke, nesmú v ºiadnom riadku
ani st¨pci spolu zosta´ dve z £ísel nanajvý² rovných ²iestim. Preto jednu z mnohých vyhovujúcich
tabuliek zostavíme, ke¤ £ísla od 1 do 6 vpí²eme zhora nadol do polí£ok jednej uhloprie£ky a ¤alej
budeme postupne zdola nahor bra´ rady polí£ok rovnobeºných s druhou uhloprie£kou a do vo©ných
miest kaºdej z nich vpisova´ zhora nadol zvy²né £ísla 7, 8 at¤. aº 36:

1 35 33 29 25 19
36 2 30 26 20 15
34 31 3 21 16 11
32 27 22 4 12 9
28 23 17 13 5 7
24 18 14 10 8 6

Najmen²ie sú£ty dvoch £ísel z jednotlivých riadkov (zhora nadol) sú

1 + 19, 2 + 15, 3 + 11, 4 + 9, 5 + 7, 6 + 8

a z jednotlivých st¨pcov (z©ava doprava)

1 + 24, 2 + 18, 3 + 14, 4 + 10, 5 + 8, 6 + 7.

Rýchlej²í opis príkladu vyhovujúcej tabu©ky a jeho jednoduch²iu kontrolu dostaneme, ke¤ do tabu©ky
vpí²eme iba £ísla od 1 do 12, ako vidíme niº²ie. Rozmiestnenie £ísel od 13 do 36 do prázdnych polí£ok
uº zrejme môºe by´ ©ubovo©né � dve najmen²ie £ísla v kaºdom riadku aj st¨pci sú totiº práve tie od 1
do 12.

1 11
12 2

3 9
10 4

5 7
8 6

b) Ak sú dve z £ísel od 1 do 6 v rovnakom riadku alebo v rovnakom st¨pci, ich sú£et neprevý²i
dokonca ani £íslo 6+5 = 11. V opa£nom prípade sú £ísla od 1 do 6 rozmiestnené vo v²etkých riadkoch
a v²etkých st¨pcoch, takºe £íslo 7 je v rovnakom riadku s £íslom x a v rovnakom st¨pci s £íslom y,
pri£om x a y sú dve rôzne £ísla od 1 do 6. Potom men²ie z £ísel 7 + x a 7 + y neprevý²i men²ie z £ísel
7 + 6 a 7 + 5, teda £íslo 12. Tým je tvrdenie dokázané.

Komentár. Úloha je relatívne jednoduchá a nevyºaduje ºiadne ²peciálne matematické vedomosti,
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len starostlivý logický úsudok. �tudenti pravdepodobne vymyslia rôzne zaplnenia tabu©ky a to môºe
by´ výbornou príleºitos´ou necha´ ich rie²enia skontrolova´ si medzi sebou navzájom.

Úloha 25.2. [62-I-1-N1] Kobylka ská£e po úse£ke d¨ºky 10 cm a to skokmi o 1 cm alebo o 2 cm
(vºdy rovnakým smerom). Ko©kými spôsobmi sa môºe dosta´ z jedného krajného bodu úse£ky
do druhého?

Rie²enie*. Ak ozna£íme an po£et spôsobov, ko©kými sa môºe kobylka dosta´ do bodu vzdialeného
n cm od za£iato£ného bodu úse£ky, tak pre kaºdé n ≥ 1 platí an+2 = an+1 + an. Ke¤ºe a1 = 1 a
a2 = 2, môºeme ¤al²ie po£ty a3, a4, . . . postupne po£íta´ pod©a vzorca z predo²lej vety, aº dospejeme
k hodnote a10 = 89.

Pri inom postupe je moºné rozdeli´ v²etky cesty pod©a toho, ko©ko pri nich urobí kobylka skokov
d¨ºky dva (ich po£et môºe by´ 0, 1, 2, 3, 4 alebo 5 a tým je tieº ur£ený po£et skokov d¨ºky 1: 10, 8,
6, 4, 2 alebo 0). Ku kaºdému takému po£tu potom ur£íme po£et v²etkých rôznych poradí jednotiek a
dvojok (dávajúcich v sú£te 10). Dostaneme tak 1 + 9 + 28 + 35 + 15 + 1 = 89 moºných ciest.

Komentár. Úloha opä´ pravdepodobne nebude pre ²tudentov neprekonate©nou výzvou. Bude v²ak
ur£ite zaujímavé sledova´, ako sa ²tudenti popasujú s h©adaním po£tu spôsobov. Taktieº úloha slúºi
ako príprava na úlohu nasledujúcu a domácu prácu.

Úloha 25.3. [62-I-1-N2] �kriatok sa pohybuje v tabu©ke 10× 15 skokmi o jedno polí£ko nahor
alebo o jedno polí£ko doprava. Ko©kými rôznymi cestami sa môºe dosta´ z ©avého dolného do
pravého horného polí£ka?

Rie²enie*. �kriatok urobí 9 skokov nahor a 14 skokov doprava. Jeho cestu ur£íme, ke¤ v poradí v²et-
kých 23 skokov vyberieme tých devä´, ktoré povedú nahor. Po£et týchto výberov 9 prvkov z daných

23 je rovný zlomku
23 · 22 · · · 16 · 15
9 · 8 · · · 2 · 1 , teda £íslu 817 190.

Komentár. Ako sme uº spomínali, táto úloha je tieº prípravou na domácu prácu. Je tieº vhodným
miestom, kde môºeme prípadným tápajúcim ²tudentom pripomenú´ metódu rie²enia, s ktorou sme sa
uº stretli: pokúsi´ sa vypozorova´, ako sa úloha správa pre men²ie rozmery, napr. tabu©ku 3×3 a potom
objavené výsledky zov²eobecni´.

Úloha 25.4. [64-II-2] V jednom polí£ku ²achovnice 8×8 je napísané �−� a v ostatných polí£kach
�+�. V jednom kroku môºeme zmeni´ na opa£né sú£asne v²etky ²tyri znamienka v ktoromko©vek
²tvorci 2×2 na ²achovnici. Rozhodnite, £i po ur£itom po£te krokov môºe by´ na ²achovnici oboch
znamienok rovnaký po£et.

Rie²enie*. Po£ty plusov a mínusov v tabu©ke sú na za£iatku 63 a 1, teda dve nepárne £ísla. V ©ubo-
vo©nom ²tvorci 2× 2 môºu by´ zastúpené jedným zo spôsobov 2 + 2, 1 + 3 alebo 0 + 4 vo vhodnom
poradí s£ítancov, ktoré sa po vykonanom kroku zmenia na poradie opa£né. Vidíme teda, ºe po jednom
kroku sa celkové po£ty plusov a mínusov v tabu©ke bu¤ nemenia, alebo sa oba zmenia o 2, alebo sa
oba zmenia o 4, takºe to stále budú dve nepárne £ísla ako na za£iatku. To znamená, ºe nikdy nemôºe
by´ na ²achovnici oboch znamienok rovnaký po£et, £iºe párne £íslo 32.

Komentár. Po krátkom experimentovaní by malo by´ vä£²ine ²tudentov jasné, ako sa bude ²achovnica
správa´, a tým pádom aj aká bude odpove¤ na otázku zo zadania. (Ne)náro£nosti úlohy zodpovedá aj
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jej bodové hodnotenie v krajskom kole, kde sa stala najlep²ie hodnotenou úlohou daného ro£níka.1

Úloha 25.5. [64-I-3-N3] Simona a Lenka hrajú hru. Pre dané celé £íslo k také, ºe 0 ≤ k ≤ 9,
vyberie Simona k polí£ok ²achovnice 3 × 3 a na kaºdé z nich napí²e £íslo 1, na ostatné polí£ka
napí²e £íslo 0. Lenka potom ²achovnicu nejakým spôsobom pokryje tromi triminovými kockami,
t. j. kockami tvaru 3 × 1, a £ísla pod ich polí£kami vynásobí. Ak je po£et kociek so sú£inom 0
nepárny, vyhráva Simona, v ostatných prípadoch vyhráva Lenka. Ur£te, v ko©kých percentách
prípadov (vzh©adom na hodnotu k) má vyhrávajúcu stratégiu Simona.

Rie²enie. Ukáºeme, ºe ví´aznú stratégiu má pre v²etky k okrem 7 a 9 Simona. Ak má Simona vyhra´,
musí 1 do polí£ok ²achovnice umiest¬ova´ tak, aby v kaºdom riadku a kaºdom st¨pci nechala priestor
na aspo¬ jednu 0. Tým zaru£í, ºe akoko©vek potom Lenka umiestni triminové kocky, kaºdá z nich bude
obsahova´ aspo¬ jednu 0. Ke¤ºe spolu máme 10 moºných hodnôt k a pre 8 z nich má Simona ví´aznú
stratégiu, vyhrá v 80% prípadov.

Komentár. Zaujímavé bude sledova´, ako efektívne sa budú ²tudenti schopní zhosti´ úlohy. Ke¤ºe
má úloha jednozna£ný £íselný výsledok, môºeme po chvíli samostatnej práce necha´ ²tudentov porov-
na´ svoje výsledky a pokúsi´ zisti´ pôvod prípadných nezrovnalostí.

Úloha 25.6. [61-I-6-N1] Na hracej ploche m × n tvorenej bielymi ²tvorcovými polí£kami sa
Monika a Tamara striedajú v ´ahoch jednou �gúrkou pri nasledujúcej hre. Najskôr Monika poloºí
�gúrku na ©ubovo©né polí£ko a toto polí£ko zafarbí namodro. �alej vºdy hrá£ka, ktorá je na ´ahu,
urobí s �gúrkou skok na polí£ko, ktoré je doposia© biele a zafarbí toto polí£ko namodro. Pritom
pod skokom rozumieme ´ah ²achovou veºou, t. j. presuny �gúrky v smere riadkov alebo v smere
st¨pcov hracej dosky (o ©ubovo©ný po£et polí£ok). Hrá£ka, ktorá je na rade a uº nemôºe urobi´
´ah, prehráva. Rozhodnite, ktoré z hrá£ok môºe hra´ tak, ºe vyhrá nezávisle na ´ahoch druhej
hrá£ky?

Rie²enie*. Ak sú obe £ísla m a n nepárne, má ví´aznú stratégiu prvá hrá£ka, ak je aspo¬ jedno
z £ísel m,n párne, má ví´aznú stratégiu druhá hrá£ka. V oboch prípadoch si uvedená hrá£ka vopred
v duchu rozdelí v²etky polí£ka hracej dosky do dvojíc (v prvom prípade jedno polí£ko ostane, na¬
potom hrá£ka poloºí �gúrku v úvodnom ´ahu), a to tak, aby v kaºdom zostavenom páre boli polí£ka
navzájom dosiahnute©né jedným skokom (pre ´ahy veºou je to ©ahké, sta£í párova´ len susedné polí£ka
riadku alebo st¨pca); v priebehu hry potom táto hrá£ka môºe vºdy sko£i´ z jedného polí£ka na druhé
polí£ko toho istého páru, takºe vyhrá.

Komentár. Úloha je netriviálna, jej zvládnutie je v²ak výborným predpokladom na úspe²né vyrie²enie
domácej práce. Ak nám ostane na konci seminára dostatok £asu, môºeme ²tudentov najprv odohra´
pár kôl hry pre nimi zvolené rozmery tabu©ky a na základe poznatkov z hry potom presne popísa´
ví´aznú stratégiu.

1Na Slovensku, s priemerom 3,8 b medzi v²etkými rie²ite©mi a 5,5 b medzi úspe²nými rie²ite©mi.
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Domáca práca

Úloha 25.7. [62-I-1] �tvorcová tabu©ka je rozdelená na 16 × 16 polí£ok. Kobylka sa po nej
pohybuje dvoma smermi: vpravo alebo dole, pri£om strieda skoky o dve a o tri polí£ka ( t. j.
ºiadne dva po sebe idúce skoky nie sú rovnako dlhé). Za£ína skokom d¨ºky dva z ©avého horného
polí£ka. Ko©kými rôznymi cestami sa môºe kobylka dosta´ na pravé dolné polí£ko? (Pod cestou
máme na mysli postupnos´ polí£ok, na ktoré kobylka dosko£í.)

Rie²enie*. V priebehu svojej cesty sa kobylka musí posunú´ o celkom 15 polí£ok doprava a 15 polí£ok
nadol. Dohromady sa tak posunie o 30 polí£ok, takºe dvojicu skokov d¨ºky 2 + 3 = 5 zopakuje celkom
²es´krát. Presnej²ie vyjadrené, jej jednotlivé skoky budú ma´ d¨ºky postupne

2, 3, 2, 3, 2, 3, 2, 3, 2, 3, 2, 3, (1)

takºe pôjde ²es´krát o skok d¨ºky dva (2-skok) a ²es´krát o skok d¨ºky tri (3-skok). Ak jednotlivým
2-skokom a 3-skokom pripí²eme poradové £ísla pod©a ich pozície v 1, bude kobylkina cesta jednozna£ne
ur£ená výberom poradových £ísel skokov smerujúcich doprava (zvy²né potom budú smerova´ nadol).
Musíme pritom dodrºa´ len to, aby sú£et d¨ºok takto vybraných skokov ( t. j. skokov doprava) bol rovný
15. To moºno povolenými d¨ºkami dosiahnu´ (bez rozlí²enia poradia skokov) nasledujúcimi spôsobmi:

15 = 3 + 3 + 3 + 3 + 3,

15 = 3 + 3 + 3 + 2 + 2 + 2,

15 = 3 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2.

V prvom prípade bude pä´ zo ²iestich 3-skokov doprava (a v²etky 2-skoky nadol), takºe cesta bude
ur£ená len poradovým £íslom toho (jediného) 3-skoku, ktorý bude smerova´ nadol. Preto je ciest tohto
typu práve 6.

V druhom prípade bude cesta ur£ená poradovými £íslami troch 3-skokov doprava a poradovými
£íslami troch 2-skokov doprava. Výbery oboch trojíc sú nezávislé ( t. j. moºno ich spolu ©ubovo©ne
kombinova´) a pri kaºdom z nich vyberáme tri prvky zo ²iestich, £o moºno urobi´ 20 spôsobmi.2 Preto
je ciest tohto typu 20 · 20 = 400.

V tre´om prípade je kobylkina cesta ur£ená len poradovým £íslom toho jediného 3-skoku, ktorý
bude smerova´ doprava, takºe ciest tohto typu je (rovnako ako v prvom prípade) opä´ 6.
Záver. H©adaný celkový po£et kobylkiných ciest je 6 + 400 + 6 = 412.

Iné rie²enie*. Zadanú úlohu �pre pravé dolné polí£ko� vyrie²ime tak, ºe budeme postupne ur£ova´
po£ty kobylkiných ciest, ktoré vedú do jednotlivých polí£ok tabu©ky (polí£ka budeme postupne voli´
od ©avého horného polí£ka po jednotlivých ved©aj²ích diagonálach3, lebo ako ©ahko zistíme, po ur£itom
po£te skokov skon£í kobylka na tej istej ved©aj²ej diagonále; tak sa nakoniec dostaneme k tomu naj-
vzdialenej²iemu, teda pravému dolnému polí£ku). Pre zjednodu²enie ¤al²ieho výkladu ozna£me (i, j)
polí£ko v i-tom riadku a j-tom st¨pci.

Je zrejmé, ºe povoleným spôsobom skákania sa kobylka vie dosta´ len na niektoré polí£ka celej
tabu©ky. Po prvom skoku (ktorý musí by´ 2-skok z polí£ka (1, 1)) sa kobylka dostane len na polí£ko (1,
3) alebo (3, 1), po druhom skoku (teda 3-skoku) to bude niektoré z polí£ok

(1, 6), (3, 4), (4, 3), (6, 1).

Vo v²etkých doteraz uvedených polí£kach je v tabu©ke vpísané £íslo 1, lebo na kaºdé z nich vedie
jediná kobylkina cesta. Situácia sa zmení po tre´om skoku (2-skoku) kobylky, lebo na polí£ka (3, 6)
a (6, 3) vedú vºdy dve rôzne cesty, a to z polí£ok (1, 6) a (3, 4), resp. z polí£ok (6, 1) a (4, 3).
Takto v ¤al²om kroku na²ej úvahy ur£íme v²etky polí£ka, na ktoré sa kobylka môºe dosta´ po ²tyroch

2Vä£²ina rie²ite©ov kategórie C e²te zrejme nepozná kombina£né £ísla, hodnotu
(
6
3

)
= 20 v²ak moºno vypo£íta´ aj

vypísaním jednotlivých moºností.
3V tomto prípade pod ved©aj²ou diagonálou chápeme skupinu polí£ok, ktorých stredy leºia na priamke kolmej na

spojnicu stredu za£iato£ného polí£ka so stredom koncového polí£ka.
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skokoch, aj po£ty ciest, ktoré v týchto polí£kach kon£ia. V zap¨¬aní tabu©ky týmito £íslami (postupom
pod©a po£tu skokov kobylky) pokra£ujeme, aº sa dostaneme do �cie©ového� polí£ka (16, 16). Pritom
neustále vyuºívame to, ºe posledný skok kobylky na dané polí£ko má danú d¨ºku a jeden £i oba moºné
smery. V prvom prípade £íslo z predposledného polí£ka na ceste na posledné polí£ko opí²eme, v druhom
prípade tam napí²eme sú£et £ísel z oboch moºných predposledných polí£ok.

pravému dolnému políčku). Pre zjednodušenie ďalšieho výkladu označme (i, j) políčko
v i-tom riadku a j-tom stĺpci.

Je zrejmé, že povoleným spôsobom skákania sa kobylka vie dostať len na niektoré
políčka celej tabuľky. Po prvom skoku (ktorý musí byť 2-skok z políčka (1, 1)) sa kobylka
dostane len na políčko (1, 3) alebo (3, 1), po druhom skoku (teda 3-skoku) to bude
niektoré z políčok

(1, 6), (3, 4), (4, 3), (6, 1).

Vo všetkých doteraz uvedených políčkach je v tabuľke vpísané číslo 1, lebo na každé
z nich vedie jediná kobylkina cesta. Situácia sa zmení po treťom skoku (2-skoku)
kobylky, lebo na políčka (3, 6) a (6, 3) vedú vždy dve rôzne cesty, a to z políčok
(1, 6) a (3, 4), resp. z políčok (6, 1) a (4, 3). Takto v ďalšom kroku našej úvahy určíme
všetky políčka, na ktoré sa kobylka môže dostať po štyroch skokoch, aj počty ciest,
ktoré v týchto políčkach končia. V zapĺňaní tabuľky týmito číslami (postupom podľa
počtu skokov kobylky) pokračujeme, až sa dostaneme do

”
cieľového“ políčka (16, 16).

Pritom neustále využívame to, že posledný skok kobylky na dané políčko má danú dĺžku
a jeden či oba možné smery. V prvom prípade číslo z predposledného políčka na ceste na
posledné políčko opíšeme, v druhom prípade tam napíšeme súčet čísel z oboch možných
predposledných políčok.

1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 2 3 3 4

1 1 2 2 3 3

1 1 3 3 6

1 2 4 6 9 12 16

1 2 4 7 10

1 2 6 9 18 24 40

2 3 9 13 25 35

2 4 13 20 44

1 3 9 18 36 61 101

3 7 20 40 75

1 3 12 25 61 105 206

3 6 24 44 105 180

3 10 35 75 180

1 4 16 40 101 206 412

Rovnako ako v prvom riešení prichádzame k výsledku 412.

Návodné a dopĺňajúce úlohy:
N1. Kobylka skáče po úsečke dĺžky 10 cm a to skokmi o 1 cm alebo o 2 cm (vždy rovnakým

smerom). Koľkými spôsobmi sa môže dostať z jedného krajného bodu úsečky do
druhého? [Ak označíme an počet spôsobov, koľkými sa môže kobylka dostať do bodu
vzdialeného n cm od začiatočného bodu úsečky, tak pre každé n = 1 platí an+2 =
= an+1 + an. Keďže a1 = 1 a a2 = 2, môžeme ďalšie počty a3, a4, . . . postupne

2

Rovnako ako v prvom rie²ení prichádzame k výsledku 412.

Úloha 25.8. [61-I-6] Na hracej ploche n×n tvorenej bielymi ²tvorcovými polí£kami sa Monika
a Tamara striedajú v ´ahoch jednou �gúrkou pri nasledujúcej hre. Najskôr Monika poloºí �gúrku
na ©ubovo©né polí£ko a toto polí£ko zafarbí namodro. �alej vºdy hrá£ka, ktorá je na ´ahu, urobí
s �gúrkou skok na polí£ko, ktoré je doposia© biele, a toto polí£ko zafarbí namodro. Pritom pod
skokom rozumieme beºný ´ah ²achovým jazdcom, t. j. presun �gúrky o dve polí£ka zvislo alebo
vodorovne a sú£asne o jedno polí£ko v druhom smere. Hrá£ka, ktorá je na rade a uº nemôºe
urobi´ ´ah, prehráva. Postupne pre n = 4, 5, 6 rozhodnite, ktorá z hrá£ok môºe hra´ tak, ºe
vyhrá nezávisle na ´ahoch druhej hrá£ky.

Rie²enie*. Ak je celkový po£et polí£ok hracej plochy párny (v zadaní pre n = 4 a n = 6), môºe
v poradí druhá hrá£ka pomý²©a´ na túto ví´aznú stratégiu: spárova´ v²etky polí£ka hracej dosky do
dvojíc tak, aby v kaºdom páre boli polí£ka navzájom dosiahnute©né jedným skokom. Pokia© také
spárovanie polí£ok druhá hrá£ka nájde, má ví´aznú stratégiu: v kaºdom ´ahu urobí skok na druhé
polí£ko toho páru, na ktorého prvom polí£ku �gúrka práve leºí.

Ak je celkový po£et polí£ok hracej plochy nepárny (v zadaní pre n = 5), môºe v poradí prvá hrá£ka
pomý²©a´ na túto ví´aznú stratégiu: spárova´ v²etky polí£ka hracej dosky okrem jedného do dvojíc tak,
aby v kaºdom páre boli polí£ka navzájom dosiahnute©né jedným skokom. Pokia© také spárovanie prvá
hrá£ka nájde, má ví´aznú stratégiu: v prvom ´ahu poloºí �gúrku na (jediné) nespárované polí£ko a
v kaºdom ¤al²om ´ahu urobí skok na druhé polí£ko toho páru, na ktorého prvom polí£ku �gúrka práve
leºí.
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Nájs´ poºadované spárovania polí£ok je pre zadané príklady ©ahké a je to moºné urobi´ viacerými
spôsobmi. Ukáºme tie z nich, ktoré majú ur£ité £rty pravidelnosti. Na obr. 1 z©ava je vidno, ako je
moºné spárova´ polí£ka £asti hracej plochy o rozmeroch 4 × 2; celú hraciu plochu 4 × 4 rozdelíme na
dva také bloky a urobíme spárovanie v kaºdom z nich. I na spárovanie polí£ok hracej plochy 6 × 6
môºeme vyuºi´ spárovanie v dvoch blokoch 4 × 2; na obr. 1 uprostred je znázornené moºné stredovo
súmerné spárovanie v²etkých polí£ok. Nakoniec na obr. 1 vpravo je príklad spárovania polí£ok hracej
plochy 5 × 5 s nespárovaným polí£kom v ©avom hornom rohu (nespárované polí£ko nemusí by´ nutne
rohové); opä´ je pritom vyuºitý jeden blok 4× 2.

víťaznú stratégiu: v každom ťahu urobí skok na druhé políčko toho páru, na ktorého
prvom políčku figúrka práve leží.

Ak je celkový počet políčok hracej plochy nepárny (v zadaní pre n = 5), môže
v poradí prvá hráčka pomýšľať na túto víťaznú stratégiu: spárovať všetky políčka
hracej dosky okrem jedného do dvojíc tak, aby v každom páre boli políčka navzájom
dosiahnuteľné jedným skokom. Pokiaľ také spárovanie prvá hráčka nájde, má víťaznú
stratégiu: v prvom ťahu položí figúrku na (jediné) nespárované políčko a v každom
ďalšom ťahu urobí skok na druhé políčko toho páru, na ktorého prvom políčku figúrka
práve leží.

Nájsť požadované spárovania políčok je pre zadané príklady ľahké a je to možné
urobiť viacerými spôsobmi. Ukážme tie z nich, ktoré majú určité črty pravidelnosti. Na
obr. 3 zľava je vidno, ako je možné spárovať políčka časti hracej plochy o rozmeroch 4×2;
celú hraciu plochu 4 × 4 rozdelíme na dva také bloky a urobíme spárovanie v každom
z nich. I na spárovanie políčok hracej plochy 6× 6 môžeme využiť spárovanie v dvoch
blokoch 4 × 2; na obr. 3 uprostred je znázornené možné stredovo súmerné spárovanie
všetkých políčok. Nakoniec na obr. 3 vpravo je príklad spárovania políčok hracej plochy
5× 5 s nespárovaným políčkom v ľavom hornom rohu (nespárované políčko nemusí byť
nutne rohové); opäť je pritom využitý jeden blok 4× 2.
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Obr. 3

Návodné a dopĺňajúce úlohy:
N1. Riešte jednoduchší variant zadanej úlohy, keď povolené skoky sú ťahy šachovou vežou,

t. j. presuny figúrky v smere riadkov alebo v smere stĺpcov hracej dosky (o ľubovoľný
počet políčok). Dokážete objaviť víťaznú stratégiu pre tento variant hry v prípade
hracej dosky ľubovoľných rozmerov m×n? [Ak sú obe čísla m a n nepárne, má víťaznú
stratégiu prvá hráčka, ak je aspoň jedno z čísel m, n párne, má víťaznú stratégiu druhá
hráčka. V oboch prípadoch si uvedená hráčka vopred v duchu rozdelí všetky políčka
hracej dosky do dvojíc (v prvom prípade jedno políčko ostane, naň potom hráčka
položí figúrku v úvodnom ťahu), a to tak, aby v každom zostavenom páre boli políčka
navzájom dosiahnuteľné jedným skokom (pre ťahy vežou je to ľahké, stačí párovať len
susedné políčka riadku alebo stĺpca); v priebehu hry potom táto hráčka môže vždy
skočiť z jedného políčka na druhé políčko toho istého páru, takže vyhrá.]

N2. Na tabuli sú napísané všetky prvočísla menšie ako 100. Gitka a Terka sa striedajú
v ťahoch pri nasledujúcej hre. Najprv Gitka zmaže jedno z prvočísel. Ďalej vždy hráčka,
ktorá je na ťahu, zmaže jedno z prvočísel, ktoré má s predchádzajúcim zmazaným pr-
vočíslom jednu zhodnú číslicu (tak po prvočísle 3 je možné zmazať trebárs 13 alebo 37).
Hráčka, ktorá je na ťahu a nemôže už žiadne prvočíslo zmazať, prehráva. Ktorá z oboch
hráčok môže hrať tak, že vyhrá nezávisle od ťahov súperky? [Pretože prvočísel menších
ako 100 je nepárny počet (25), ponúka sa hypotéza, že víťaznú stratégiu bude mať prvá
hráčka. Ukážme, že to tak naozaj je. Táto hráčka si vopred v duchu spáruje (podľa
spoločnej číslice) napísané prvočísla (dá sa to urobiť viacerými spôsobmi, uvedieme
ten, pri ktorom v každom kroku párujeme najmenšie doposiaľ nespárované prvočíslo
s najmenším ďalším doposiaľ nespárovaným prvočíslom so spoločnou číslicou): (2, 23),
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Obr. 1:

Matematický seminár pre talentovaných ²tudentov

https://seminar-mo.sk/
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