Seminar 29: Algebraické vyrazy a rovnice VI — stistavy rovnic, rovnice
S parametrom

Ciele

Precvicit so §tudentmi rieSenie rovnic obsahujicich parameter, zozndmit Studentov s niektorymi me-
tédami riefenia sustav rovnic

Uvodny komentar

Tento seminér je prvym zo seminarov zaoberajicich sa tlohami kategorie B, kedZe v uplynulom tyzdni
Studenti ukondili svoje pdsobenie v kategérii C. Seminare naplanované do konca roka obsahuju mengi
pocet dloh ako doteraz — dévodom je jednak vysSia naro¢nost dloh a tiez to, aby mali §tudenti viac
priestoru na samostatné premyslanie a rieSenie. Preto budeme Studentom napovedat a poméhat v
rieSen{ trochu striedmejsie ako doteraz.

Ulohy a rieSenia

Uloha 29.1. [B-66-1I-1] Najdite vietky dvojice prirodzenych ¢isel a, b, pre ktoré plati
66 66
G =

a b

RieSenie*. Anulovanim pravej strany upravime dani rovnicu na tvar

a—b+66<1—l1)> :(a—b)(1—66> L@ —b)(ab—66) = 0.

a ab :ab

Z toho vyplyva, ze hladané dvojice (a,b) prirodzenych ¢isel si préave tie, pre ktoré plati a = b alebo
ab = 66.

Ulohe teda vyhovuje nekoneéne vel'a dvojic prirodzenych &isel tvaru (a, b) = (k, k), pricom k je Tubo-
volné prirodzené ¢islo, a kedze ¢islo 66 = 2-3-11 ma osem delitelov, tak aj osem dvojic (a,b) € {(1,66),
(2,33), (3,22), (6,11), (11,6), (22,3), (33,2), (66,1)}.

Komentar. Uloha je relativne jednoduché a vhodné ako rozcvicka na za¢iatok seminéara. Pripomenie
Studentom metoédu rieSenia rovnic rozkladom na siaéin vyrazov, ktory je rovny nule. Zaroven v zéve-
retnej diskusii zl'ahka vyuzija vedomosti o delitelnosti prirodzenych &isel.

Uloha 29.2. [B-58-1I-1] V obore realnych &isel rieste ststavu rovnic

r+y=1,
r—Yy=a,

—dax + 4y =22+ 4
s nezndmymi x, y, 2z a redlnym parametrom a.

Riegenie*. Sc¢itanim prvej a druhej rovnice danej stistavy dostaneme 2z = 1 + a, od&tanim druhej
rovnice od prvej 2y = 1 — a. Odtial

$:%(1+a), y:%(l—a). (1)

Ked dosadime za x a y do tretej rovnice povodnej ststavy, dostaneme rovnicu

—2a(1+a)+2(1 —a) =22 +4, ¢ie 2*°+2a*+4a+2=0,



ktord upravime na tvar
22 4+2(a+1)7%=0.

Oba s¢itance na lavej strane poslednej rovnice st nezaporné &isla. Ich sadet je 0 préave vtedy, ked z = 0,
a = —1. Dosadenim tychto hodnot do 1 dostaneme x = 0,y = 1.

Zdver. Dand stistava rovnic ma rieSenie iba pre a = —1, a to x =0, y = 1, z = 0. Skuska pri tomto
postupe nie je nutna.

Komentar. Uloha vyZzaduje umné nardbanie so ststavou troch rovnic tak, aby bolo mozné uskuto¢nit
zéverecnu diskusiu o existencii rieSenia pre roézne hodnoty parametra a. Je tiez vhodné so studentami
prediskutovat, prec¢o v tomto pripade nie je nutné robit skigku spravnosti.

Uloha 29.3. [B-60-S-1] V obore reédlnych &isel vyrieste rovnicu

vVe+3+/z=p

s nezndmou x a redlnym parametrom p.

Riesenie*. Aby bola Tava strana rovnice definovana, musia byt oba vyrazy pod odmocninami neza-
porné, ¢o je splnené préave pre vietky = > 0. Pre nezdporné x potom p = v/z + 3 4+ /= > /3, rovnica
moze teda mat rieSenie iba pre p > /3.

Upravujme dand rovnicu:

V3+Va+3=p,
2z + 3 + 2y/z(z + 3) = p?,
2\/a(w+3) =p” — 20 -3,
da(x + 3) = (p* — 22 — 3)%,
42® + 122 = p* + 42% + 9 — 4p*x — 6p® + 12,

(p* —3)*
e ©)

KedZe sme dant rovnicu umociiovali na druhi, je nutné sa presvedcit skuskou, Ze vypocitané x je pre
hodnotu parametra p > /3 rieSenim povodnej rovnice:

(p? —3)? L3 (p? — 3)? _ pt —6p? + 9+ 12p? n (p? — 3)? _
4p? 4p? 4p? 4p?

2 +3)? 2-3)2 p*+3 p*-3
:¢@ L (Gl RS Gt BS idk SY

4p? 4p? 2p 2p

Pri predposlednej aprave sme vyuzili podmienku p > /3 (a teda aj p> —3 > 0 a p > 0), takze
(p2 —3)2 = p?> — 3 a \/4p? = 2p.
Pozndmka. Namiesto skusky staci overit, Ze pre nadjdené x st vSetky umociiované vyrazy nezaporné,
teda vlastne staci overit, ze
(»* —3)(* +3)
2p?

p?—20—3= > 0.
Pre p > v/3 to tak naozaj je.

Vynechat skiasku mozno aj takouto uvahou: Funkcia /& + 3++/x je zrejme rastica, v bode 0 (ktory
je krajnym bodom jej definiéného oboru) nadobtda hodnotu v/3 a zhora je neohranicena. Preto kazda
hodnotu p > v/3 nadobuda pre prave jedno = > 0. Z toho vyplyva, Ze pre p > v/3 méa zadana rovnica
prave jedno rieSenie, a teda (jediné) najdené rieSenie 2 musi vyhovovat.



Komentar. Uloha nie je algebraicky naro¢na, vyzaduje v8ak starostliva diskusiu defini¢ného oboru,
ktory potom vyisti v obmedzenie hodnot parametra p. Délezitou sucastou rieSenia je v tomto pripade
aj skaska spravnosti, pripadne diskusia, ktora je uvedend v zavere prezentovaného riefenia’

Uloha 29.4. [B-581-2] Uréte vietky trojice (x,%, z) realnych ¢isel, pre ktoré plati
a:2+my:y2—|—zg,
z2+zy:y2+x2.
RieSenie*. Od¢itanim prvej rovnice od druhej dostaneme po Uprave
(z—2)2z+2x+y) =0.
St preto mozné dva pripady, ktoré rozoberieme samostatne.

a) Pripad z — x = 0. Dosadenim z = x do prvej rovnice sistavy dostaneme z? + xy = 3% + 22,
¢ize y(z — y) = 0. To znamend, ze plati y = 0 alebo x = y. V prvom pripade dostavame trojice
(z,y,2) = (x,0,2), v druhom (z,y,2) = (x,z,x); také trojice su rieSeniami danej ststavy pre
Tubovolné reédlne ¢islo z, ako lahko overime dosadenim (aj ked také skuska pri naSom postupe
vlastne nie je nutna).

b) Pripad 2z + 2z + y = 0. Dosadenim y = —2x — 2z do prvej rovnice sistavy dostaneme
22 b (=2 —22) = (=22 — 22)2 + 2%, dze 5(z+42)2=0.

Posledné rovnica je splnend préve vtedy, ked z = —z, vtedy viak y = —2x — 2z = 0.Dostavame
trojice (x,y,2) = (x,0, —z), ktoré su rieSeniami danej sustavy pre kazdé redlne x, ako overime
dosadenim. (O takej skugke plati to isté ¢o v pripade a).

Odpoved. Vsetky rieSenia (z,y, z) danej sustavy sa trojice troch typov:
(r,z,x), (z,0,z), (x,0,—x),

kde z je TubovoIné realne ¢islo.
Iné rieSenie*. Obe rovnice sustavy sc¢itame. Po uprave dostaneme rovnicu

ylx+2z—-2y)=0

a opéat rozli§ime dve moznosti.

a) Pripad y = 0. Z prvej rovnice ststavy ihned vidime, 7e 22 = 22, ¢ize z = +2. Skuskou overime,

ze kazda z trojic (z,0,x) a (x,0, —x) je pre [ubovolneé realne = riesenim.

b) Pripad z + z — 2y = 0. Dosadenim y = %(:1: + z) do prvej rovnice sustavy dostaneme

2
x4+ z
2 = 7( —Z ) + 22, po uprave 22 = 22

22+ x(z+2)
Plat{ teda z = —x alebo z = x. Dosadenim do rovnosti x+ 2z —2y = 0 v prvom pripade dostaneme
y = 0, v druhom pripade y = x. Zodpovedajuce trojice (z,0,—x) a (x,z,x) st rieSeniami pre
kazdé redlne z (prvé z nich sme v8ak nasli uz v casti a).



Uloha 29.5. [B-60-1-1] V obore realnych ¢isel vyrieste ststavu

vei+yZ=z2+1,
ViyR+22=z+1,
V22+ax2=y+1.

Riegenie*. Umocnenim a od¢itanim prvych dvoch rovnosti dostaneme x2 — 22 = (2 +1)2 — (z + 1),
¢o upravime na 2(x? — 2%) + 2(z — z) = 0, cize

(x—2)(a+z+1)=0. (3)

Analogicky by sme dostali dalsie dve rovnice, ktoré vzniknu z 3 cyklickou zamenou neznémych r — y — 2.
Vzhladom na ttto symetriu (dané ststava sa nezmeni dokonca pri Tubovolnej permutacii neznamych)
stadi rozobrat len nasledovné dve moznosti:

Ak z = y = z, prejde povodnd stustava na jedini rovnicu V222 = z + 1, ktora méa dve rieSenia
r19 = 1 ++/2. Kazda z trojic (14 v/2,14+/2,1 £ 2) je zrejme rieSenim povodnej ststavy.

Ak st niektoré dve z isel x,y, z rozne, napriklad x # z, vyplyva z 3 rovnost z+ 2z = —1. Dosadenim
r+1 = —z do druhej rovnice ststavy dostdvame y = 0 a potom z tretej rovnice méame z2+ (z+1)? = 1,
¢ize x(x + 1) = 0. Posledna rovnica mé dve rieSenia z = 0 a * = —1, ktorym zodpovedaju z = —1 a
z = 0. Lahko overime, ze obe najdené trojice (0,0, —1) a (—1,0,0) st rieSeniami danej ststavy, rovnako
aj trojica (0,—1,0), ktoru dostaneme ich permutéciou.

Dané stistava ma pift rieseni: (0,0, —1), (0, —1,0),(=1,0,0), (1 +v2,1+v2,14++v2) a (1 -v/2,1—
—V2,1-v2).

Komentar. Posledné dve tlohy semindra kombinuji principy z prvych dvoch tloh: vhodné séita-
nie a od¢itanie rovnic medzi sebou a tGpravu na siacéin ¢lenov, ktory je rovny nule. Dolezité vSak je,
aby boli §tudenti pozorni pri vyvodzovani zaverov a pokryli v ich rieSeni vSetky moznosti. Zaroven je
poslednéa tloha peknym prikladom symetrie, je vhodné so Studentami prediskutovat, ako tato dlohu
zjednodusuje.

Matematicky semindr pre talentovanyjch studentov
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