
Seminár 34: Opakovanie II � samostatné rie²enie úloh

Ciele

Samostatne overi´ schopnosti ²tudentov rie²i´ úlohy MO kategórie B (²kolské kolo).

Úvodný komentár

Posledné seminárne stretnutie ²tudenti strávia rie²ením troch úloh ²kolského kola MO kategórie B.
Môºeme vyuºi´ ²kolské kolo pouºité v roku, ke¤ seminár prebieha, príp. vyuºi´ niektorý zo star²ích
ro£níkov. My sme zvolili ro£ník 51, ktorý sa nám skladbou úloh zdal ve©mi vhodný. Vzh©adom na £asové
moºnosti ²tudentov nebudeme vyºadova´ popísaný postup rie²enia, necháme ²tudentov len samostatne
pracova´ bez akéhoko©vek napovedania. Na rie²enie ²tudentom ponecháme 90 minút.

Vo zvy²nom £ase so ²tudentami prejdeme k©ú£ové my²lienky jednotlivých úloh, príp. ich vlastné
nápady. Posledných nieko©ko minút seminára je tieº vhodné venova´ spätnej väzbe od ²tudentov.
Neza²kodí sa vráti´ k diskusii z prvého seminárneho stretnutia a zisti´, £i seminár splnil o£akávania,
£o ²tudenti na stretnutiach oce¬ovali a £o by, naopak, e²te privítali.

Úlohy a rie²enia

Úloha 34.1. [B-51-S-1] Ur£te reálne £íslo p tak, aby rovnica

x2 + 4px+ 5p2 + 6p− 16 = 0

mala dva rôzne korene x1, x2 a aby sú£et x21 + x22 bol £o najmen²í.

Rie²enie*. Pre korene x1, x2 danej kvadratickej rovnice (pokia© existujú) platí pod©a Viètových
vz´ahov rovnosti

x1 + x2 = −4p a x1x2 = 5p2 + 6p− 16,

z ktorých vypo£ítame skúmaný sú£et

x21 + x22 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 = (−4p)2 − 2(5p2 + 6p− 16) =

= 6p2 − 12p+ 32 = 6(p− 1)2 + 26.

Odtia© vyplýva nerovnos´ x21 + x22 = 26, pritom rovnos´ môºe nasta´, len ke¤ p = 1. Zistíme preto,
£i pre p = 1 má daná rovnica skuto£ne dve rôzne rie²enia. Ide o rovnicu x2 + 4x − 5 = 0 s kore¬mi
x1 = −5 a x2 = 1. Tým je úloha vyrie²ená.

Dodajme, ºe vä£²ina rie²ite©ov pravdepodobne najprv zistí, pre ktoré p má daná rovnica dva rôzne
korene. Pretoºe pre jej diskriminant D platí

D = (4p)2 − 4(5p2 + 6p− 16) = −4p2 − 24p+ 64 = −4(p+ 8)(p− 2),

sú také p práve £ísla z intervalu (−8, 2).
Odpove¤. Minimálna hodnota sú£tu x21 + x22 (rovná 26) zodpovedá jedinému £íslu p = 1.

Úloha 34.2. [B-51-S-2] Vnútri strán BC, CA, AB daného ostrouhlého trojuholníka ABC sú
po rade vybrané body X, Y a Z tak, ºe kaºdému zo ²tvoruholníkov ABXY , BCY Z a CAZX
sa dá opísa´ kruºnica. Dokáºte, ºe body X, Y , Z sú päty vý²ok trojuholníka ABC.

Rie²enie*. V tetivovom ²tvoruholníku ABXY ozna£me ϕ = |]AXB| = |]AY B| ve©kos´ oboch
zhodných obvodových uhlov nad spolo£nou tetivou AB (obr. 1). Podobne ozna£me ψ = |]BZC| =
= |]BY C| a ω = |]CXA| = |]CZA| ve©kosti zhodných obvodových uhlov nad tetivami BC a CA
v tetivových ²tvoruholníkoch BCY Z a CAZX. Ke¤ zapí²eme postupne rovnosti pre kaºdú z troch
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1. Určte reálne číslo p tak, aby rovnica

x2 + 4px+ 5p2 + 6p− 16 = 0

mala dva rôzne korene x1, x2 a aby súčet x21 + x
2
2 bol čo najmenší. (J. Šimša)

Riešenie. Pre korene x1, x2 danej kvadratickej rovnice (pokiaľ existujú) platí podľa
Viètových vzťahov rovnosti

x1 + x2 = −4p a x1x2 = 5p
2 + 6p− 16,

z ktorých vypočítame skúmaný súčet

x21 + x
2
2 = (x1 + x2)

2 − 2x1x2 = (−4p)2 − 2(5p2 + 6p− 16) =
= 6p2 − 12p+ 32 = 6(p− 1)2 + 26.

Odtiaľ vyplýva nerovnosť x21 + x
2
2 = 26, pritom rovnosť môže nastať, len keď p = 1.

Zistíme preto, či pre p = 1 má daná rovnica skutočne dve rôzne riešenia. Ide o rovnicu
x2 + 4x− 5 = 0 s koreňmi x1 = −5 a x2 = 1. Tým je úloha vyriešená.

Dodajme, že väčšina riešiteľov pravdepodobne najprv zistí, pre ktoré p má daná
rovnica dva rôzne korene. Pretože pre jej diskriminant D platí

D = (4p)2 − 4(5p2 + 6p− 16) = −4p2 − 24p+ 64 = −4(p+ 8)(p− 2),

sú také p práve čísla z intervalu (−8, 2).
Odpoveď. Minimálna hodnota súčtu x21+x

2
2 (rovná 26) zodpovedá jedinému číslu p = 1.

2. Vnútri strán BC, CA, AB daného ostrouhlého trojuholníka ABC sú po rade vybrané
body X, Y a Z tak, že každému zo štvoruholníkov ABXY , BCY Z a CAZX sa dá opísať
kružnica. Dokážte, že body X, Y , Z sú päty výšok trojuholníka ABC. (E. Kováč)

Riešenie. V tetivovom štvoruholníku ABXY označme φ = |]AXB| = |]AY B|
veľkosť oboch zhodných obvodových uhlov nad spoločnou tetivou AB (obr. 1). Podobne
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Obr. 1:

dvojíc vyzna£ených susedných uhlov pri vrcholoch X, Y a Z, dostaneme pre neznáme ve©kosti ϕ, ψ a
ω sústavu troch lineárnych rovníc

ϕ+ ψ = π,

ψ + ω = π,

ω + ϕ = π,

ktorá má jediné rie²enie ϕ = ψ = ω = π/2, £o jednoducho zistíme napr. od£ítaním ©ubovo©ných dvoch
rovníc a dosadením. Tým je tvrdenie úlohy dokázané.

Poznámka. Ak sú naopak body X, Y a Z päty vý²ok trojuholníka ABC, sú ²tvoruholníky ABXY ,
BCY Z a CAZX tetivové pod©a Tálesovej vety.

Úloha 34.3. [B-51-S-3] Na tabuli sú napísané £ísla 1, 2, . . . , 17. �ísla postupne zotierame, a
to tak, ºe z doposia© nezotretých £ísel zvolíme ©ubovo©né £íslo k a zotrieme v²etky tie £ísla na
tabuli, ktoré delia £íslo k+17. Dokáºte, ºe opakovaním tejto procedúry sa nám nepodarí zotrie´
v²etky £ísla.

Rie²enie*. Pretoºe pre zvolené £íslo k vºdy platí 18 ≤ k+17 ≤ 34 a medzi £íslami 18, 19, . . . , 34 má
kaºdé z £ísel 12, 13, . . . , 17 iba jeden násobok (konkrétne dvojnásobok), ©ubovo©né £íslo
m ∈ {12, 13, . . . , 17} zotrieme iba pri vo©be jediného £ísla k (pri ktorom k + 17 = 2m). Napríklad
£íslo 15 zotrieme iba vo©bou k = 13, £íslo 13 iba vo©bou k = 9. Na zotretie oboch £ísel 15 a 13 teda
musíme niekedy vybra´ k= 13 a niekedy neskôr k = 9. Potom ale v okamihu výberu £ísla k = 9 je
uº zotreté ako £íslo 10 (zotreli sme ho najneskôr pri výbere k = 13), tak £íslo 1 (to sme zotreli hne¤
pri prvom výbere). �íslo k + 17 je delite©né deviatimi iba pri výberoch k = 1 a k = 10, pri ºiadnom
¤al²om výbere uº preto nezotrieme £íslo 9. Dokázali sme, ºe opakovaním danej procedúry nemoºno
zotrie´ v²etky tri £ísla 15, 13 a 9, tým skôr nemoºno zotrie´ v²etky £ísla od 1 do 17.

Iné rie²enie*. Pripus´me, ºe v²etky £ísla moºno zotrie´ po n výberoch £ísla k (spojených so
zotieraním v²etkých delite©ov £ísla k + 17) a ºe kaºdým výberom sa nie£o zotrie (inak je taký výber
zbyto£ný). Posledné o. i. znamená, ºe kaºdé £íslo je vybrané najviac raz. Zrejme n > 1 a pre posledné
vybrané £íslo kn musí plati´ kn | (kn + 17), t. j. kn = 17 (moºnos´ kn = 1 je vylú£ená tým, ºe £íslo
1 je zotreté hne¤ pri prvom výbere). Pred posledným výberom sú na tabuli len delitele £ísla 34, teda
okrem £ísla 17 prípadne £íslo 2. Keby tam £íslo 2 nebolo, muselo by opä´ plati´ kn−1 | (kn−1 + 17), £o
uº moºné nie je. Preto nutne kn− 1 = 2. Taká vo©ba je ale zbyto£ná, pretoºe £íslo 2+17 je prvo£íslo.
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