Seminar 34: Opakovanie II — samostatné rieSenie tloh

Ciele

Samostatne overit schopnosti §tudentov riesit ulohy MO kategorie B (skolské kolo).

Uvodny komentar

Posledné seminarne stretnutie Studenti stravia rieSenim troch tloh 8kolského kola MO kategorie B.
Mézeme vyuzit gkolské kolo pouzité v roku, ked seminar prebieha, prip. vyuzit niektory zo starsich
ro¢nikov. My sme zvolili ro¢nik 51, ktory sa nam skladbou tloh zdal velmi vhodny. Vzhl'adom na ¢asové
moznosti Studentov nebudeme vyZadovat popisany postup rieSenia, nechdme Studentov len samostatne
pracovat bez akéhokol'vek napovedania. Na rieSenie tudentom ponechime 90 mintut.

Vo zvy$nom dase so §tudentami prejdeme klic¢ové myslienky jednotlivych tloh, prip. ich vlastné
napady. Poslednych niekolko mintat seminara je tiez vhodné venovat spitnej vizbe od Studentov.
Nezaskodi sa vratit k diskusii z prvého seminarneho stretnutia a zistit, ¢i seminar splnil ocakavania,
¢o §tudenti na stretnutiach ocenovali a ¢o by, naopak, este privitali.

Ulohy a rieSenia

Uloha 34.1. [B-51-S-1] Uréte redlne &islo p tak, aby rovnica
z? 4 4pz + 5p° + 6p — 16 = 0

mala dva rozne korene x1, x5 a aby sucet ¥ + z3 bol ¢o najmensi.

RieSenie*. Pre korene z1, xo danej kvadratickej rovnice (pokial existuji) plati podla Vietovych
vztahov rovnosti
T4z =—4p a x1z0 = 5p° + 6p — 16,

z ktorych vypocitame skiimany stucet

23+ 22 = (11 + 22)% — 2wy9 = (—4p)* — 2(5p® + 6p — 16) =
= 6p* —12p +32=6(p — 1)* + 26.

Odtial vyplyva nerovnost 3 + z3 = 26, pritom rovnost moze nastat, len ked p = 1. Zistime preto,
¢ pre p = 1 ma dana rovnica skuto¢ne dve rozne riefenia. Ide o rovnicu z? + 42 — 5 = 0 s korefimi
x1 = —b axg = 1. Tym je tloha vyrieSena.

.....

korene. Pretoze pre jej diskriminant D plati
D = (4p)* — 4(5p* + 6p — 16) = —4p? — 24p + 64 = —4(p + 8)(p — 2),

su také p prave Cisla z intervalu (-8, 2).
Odpoved. Miniméalna hodnota si¢tu 22 + 23 (rovnd 26) zodpoved4 jedinému &islu p = 1.

Uloha 34.2. [B-51-S-2] Vntri stran BC, CA, AB daného ostrouhlého trojuholnika ABC' su
po rade vybrané body X, Y a Z tak, Ze kazdému zo §tvoruholnikov ABXY, BCY Z a CAZX
sa da opisat kruznica. Dokéazte, 7ze body X, Y, Z s péty vySok trojuholnika ABC.

RieSenie*. V tetivovom $tvoruholniku ABXY oznatme ¢ = |[LAXB| = |£AY B| velkost oboch
zhodnych obvodovych uhlov nad spolo¢nou tetivou AB (obr. 1). Podobne ozna¢me ¢ = |{BZC| =
= |ABYC| aw = |[LCXA| = |£CZA]| velkosti zhodnych obvodovych uhlov nad tetivami BC' a C' A
v tetivovych stvoruholnikoch BCY Z a CAZX. Ked zapieme postupne rovnosti pre kazdu z troch



A A B

Obr. 1:

dvojic vyznacenych susednych uhlov pri vrcholoch X, Y a Z, dostaneme pre nezname velkosti ¢, 1 a
w sustavu troch linedrnych rovnic

pt+y=m,
Ytw=m,
wte=m,

ktord mé jediné rieSenie ¢ = ¢ = w = /2, ¢o jednoducho zistime napr. od¢itanim lubovolnych dvoch
rovnic a dosadenim. Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

Pozndmka. Ak st naopak body X, Y a Z pity vySok trojuholnika ABC, si1 §tvoruholniky ABXY,
BCYZ a CAZX tetivové podla Télesovej vety.

Uloha 34.3. [B-51-S-3] Na tabuli st napisané ¢isla 1,2, ..., 17. Cisla postupne zotierame, a
to tak, Ze z doposial nezotretych &sel zvolime Tubovolné ¢islo k a zotrieme v8etky tie ¢isla na
tabuli, ktoré delia ¢islo k4 17. Dokazte, Ze opakovanim tejto procedtry sa ndm nepodar{ zotriet
vSetky cisla.

RieSenie*. Pretoze pre zvolené ¢islo k vzdy plati 18 < k+ 17 < 34 a medzi &islami 18,19, ...,34 ma
kazdé z ¢isel 12,13, ..., 17 iba jeden nésobok (konkrétne dvojnasobok), [ubovolné &slo

m € {12,13, ...,17} zotrieme iba pri volbe jediného ¢isla k (pri ktorom k + 17 = 2m). Napriklad
¢islo 15 zotrieme iba volbou k = 13, ¢islo 13 iba vol'bou k = 9. Na zotretie oboch &isel 15 a 13 teda
musime niekedy vybrat k= 13 a niekedy neskor k = 9. Potom ale v okamihu vyberu &isla £k = 9 je
uz zotreté ako Cislo 10 (zotreli sme ho najneskor pri vybere k = 13), tak ¢islo 1 (to sme zotreli hned
pri prvom vybere). Cislo k + 17 je delitelné deviatimi iba pri vyberoch &k = 1 a k = 10, pri Ziadnom
d'algom vybere uz preto nezotrieme ¢islo 9. Dokézali sme, 7e opakovanim danej proceddary nemozno
zotriet vEetky tri ¢isla 15, 13 a 9, tym skoér nemozno zotriet vSetky &isla od 1 do 17.

Iné rieSenie*. Pripustme, ze vSetky ¢isla mozno zotriet po n vyberoch &sla k (spojenych so
zotieranim v8etkych delitelov ¢isla k + 17) a Ze kazdym vyberom sa nie¢o zotrie (inak je taky vyber
zbyto¢ny). Posledné o. i. znamen4, ze kazdé &slo je vybrané najviac raz. Zrejme n > 1 a pre posledné
vybrané ¢islo k, musi platit ky, | (k, + 17), t. j. k, = 17 (moznost k, = 1 je vylucend tym, Ze &islo
1 je zotreté hned pri prvom vybere). Pred poslednym vyberom st na tabuli len delitele ¢isla 34, teda
okrem ¢isla 17 pripadne ¢islo 2. Keby tam ¢islo 2 nebolo, muselo by opét platit k,—1 | (kn—1 + 17), ¢o
uZ% mo?né nie je. Preto nutne kn — 1 = 2. Taka volba je ale zbyto¢na, pretoze &islo 2+ 17 je prvodislo.
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